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| CONJUNTOS NUMERICOS

CONJUNTOS NUMERICOS

En la segunda mitad del siglo XIX, el matemdtico Krénecker sostuvo que los numeros
naturales eran obra de Dios y todo lo demds en Matemdtica obra del hombre, contraponiéndose
a posturas de otros matemdticos contempordneos. Lo cierto es que en los comienzos de nuestra
civilizacion surgio la necesidad de contar y con ello las primeras nociones acerca del numero.
Aparecieron entonces los numeros naturales, ocupando un lugar muy importante en la
Matemdtica y es a partir de ellos que se definen el conjunto de los numeros enteros, el conjunto
de los numeros racionales, y muchos otros conceptos matemadticos.

Los problemas de medida se pudieron resolver con los numeros racionales que permitieron
fraccionar la unidad. Explorando la Geometria, los matemdticos de los pueblos de la antigiiedad
descubrieron que el campo numérico era insuficiente. En su afdn de encontrar la medida de la
longitud de la circunferencia y la medida de la diagonal del cuadrado aparecieron los numeros
irracionales.

Mucho tiempo después se llamo numeros reales, al conjunto que incluye todos estos
numeros.

En 1614 John Napier, llamado Neper o Neperius, inventd los logaritmos, del griego logos,
razon, y arithmos, numero. Un logaritmo es un numero que indica el exponente al que hay que
elevar otro dado para que resulte un tercero también conocido.

El matemdtico inglés John Wallis (1616-1703) fue el que consiguio dar sentido a los niumeros
imaginarios y a los numeros complejos hacia 1685.

En 1744 el matemdtico suizo Leonhard Euler (1707-1783) descubrié los numeros
trascendentales, que son los que jamds constituirdn una solucion a cualquier ecuacion algebraica
que pueda escribirse.

En 1845 el matemadtico irlandés William Rowan Hamilton (1815-1865) comenzé a trabajar
con numeros hipercomplejos, o como él los llamd: “cuaternios”. Recién a mediados del siglo XIX,
Cantor, Dedekind y Weierstrass desarrollaron teorias rigurosas del numero real.

Con esta breve introduccidn, queremos que comprendas la importancia que tienen los
conjuntos numeéricos y que fueron apareciendo a medida que las necesidades de la vida real,
hacian insuficientes los nimeros conocidos hasta ese momento.

En este mddulo, partiremos de los nimeros naturales y haciendo una construccién muy
intuitiva llegaremos al conjunto de los nimeros reales. Abordaremos luego las operaciones y
propiedades de ellas, para terminar con situaciones problematicas aplicadas a casos de la vida
diaria.

SIMBOLOS Y RELACIONES ENTRE ELEMENTOS Y CONJUNTOS

Comencemos diciendo qué entendemos por conjunto. Es un concepto primario, que
formalmente no se define, pero para nuestros propdsitos basta decir que un conjunto es una
coleccion de objetos. Estos objetos de la coleccién pueden ser cosas tales como letras, personas,
numeros, etc. Cada uno de estos objetos se llaman elementos o miembros del conjunto. En
particular estamos interesados en conjuntos cuyos elementos son numeros. Se suele



representar a los conjuntos mediante letras imprenta mayusculas y a sus elementos con letras
imprenta minusculas.

La siguiente representacion: A = {1,2,3,6} indica que el conjunto A tiene por elementos a
los nimeros 1,2,3,6. Notese que al listar los elementos se colocan entre llaves.

Es de suma importancia, tener presente que existen relaciones fundamentales que se
sefialan con simbolos especificos, para vincular un elemento con un conjunto o dos conjuntos
entre si, y las operaciones entre conjuntos.

A continuacién, mediante la siguiente tabla, podrds observar estas relaciones con su
respectiva notacidn simbdlica. Es relevante que no las confundas.

Elemento — conjunto Conjunto — conjunto Operaciones entre conjuntos
€ pertenece C esta incluido U unién
¢ no pertenece & no esta incluido N interseccién

Es decir, entre un elemento y un conjunto se establece una relacion de pertenencia. Dado
un conjunto y sus elementos, es posible decidir si un elemento dado pertenece o no al conjunto.

Asimismo, la relacién de inclusidon se da sdlo entre conjuntos, y se puede encontrar el
conjunto unidn o interseccion operando entre ellos. Por ejemplo:

Si el conjunto A tiene como elementos a las letras m, n, 0, p, simbdlicamente se escribe:
A ={m,n,o,p}

De igual manera podemos definir por extensién (nombrando todos sus elementos) otros
conjuntos:

B ={n,0,p}; C ={r,s,0,q}

De acuerdo a la tabla presentada anteriormente, analicemos las siguientes relaciones y
operaciones e indiqguemos con verdadero o falso su veracidad, justificando la respuesta.

e p A (V) puesto que p es un elemento del conjunto A.

e p £ B (F) puesto que p es un elemento del conjunto B.

e p eC (F) puesto que p no es un elemento del conjunto C.
e g € B (F) puesto que g no es un elemento del conjunto B.
e m g B (V) puesto que m no es un elemento del conjunto B.

e p cA(F) puesto que p es un elemento del conjunto 4, y la relacién de inclusién se da
entre conjuntos y no entre un elemento y un conjunto.

e B cA (V) puesto que todo elemento del conjunto B pertenece al conjunto A.
e A B (F) puesto existen elementos del conjunto A que no pertenecen al conjunto B.

e BuC=1{no,p,7,5s,q} (V) puesto que, dado un elemento de este nuevo conjunto,
pertenece al conjunto B o bien, al conjunto C.

o ANC = {0} (V) puesto que o es un elemento del conjunto A4 y del conjunto B.

Existen dos maneras de representar los elementos de un conjunto:



a) Por exptensidn: Se listan en forma exhaustiva todos los elementos que componen al conjunto.
Por ejemplo: A = {0,1,2,3,4,5,6}.

b) Por comprensién: Se define el conjunto indicando una propiedad o condicidon que cumplen
los elementos del mismo. Es el caso en que no se puede dar una lista exhaustiva de los elementos
del conjunto, tipicamente debido a que se trata de conjuntos con infinita cantidad de elementos.
Por ejemplo: B = {x/x es un nimero par}.

Teniendo presente las relaciones antes vistas, te proponemos las siguientes actividades.
Actividad N2 1
Dados los conjuntos: A = {1,2,3,4}; B = {4,5,6}y C = {3,4};

a) Completa con la relacion que corresponde:

4. .. A 4.... B 4. .. Cc
3Z.. le.... 5e....
Ac.. .. Cc.... Ccz....

b) Realiza las operaciones indicadas:
AUB = { ANnC = { AUuC = {
Los numeros se agrupan en conjuntos numéricos de acuerdo a las operaciones que se

pueden realizar con ellos. Comencemos nuestro analisis por el conjunto de los numeros
naturales.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

El conjunto de los nimeros naturales fue nuestra primera aproximacién a los conjuntos
numéricos, que como antes deciamos, surgié del conteo de cosas. Recordemos su formacién y
propiedades:

N ={1,2,3,4,5 ...}, si consideramos el cero, Ny = {0,1,2,3,4,5 ... }

Propiedades:
Este conjunto:
= Es ordenado: dado un elemento, se puede decidir el anterior y el siguiente.
= Tiene primer elemento y no tiene Ultimo: es un conjunto de infinitos elementos.
= Tiene un sucesor para cada elemento.

= Es discreto. Es decir, entre dos nimeros naturales hay un nimero finito de nimeros
naturales.

Interpretacidn grafica

Para representar los nimeros naturales se considera una semirrecta de origen o (en
correspondencia con el 0), y un segmento oa, cuya longitud se toma como unidad, y que
superponemos sucesivamente sobre la semirrecta para encontrar los puntos a,b,c ..., en
correspondencia con los nimeros naturales 1, 2, 3, ...
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Teniendo en cuenta esta representacion, diremos que:

— un numero representado por a esigual a otro representado por b, si a ocupa el mismo
lugar que b sobre la recta numérica. Lo denotamos a = b.

— un numero representado por a es menor que otro representado por b, sia estd a la
izquierda de b sobre la recta numérica. Simbdlicamente, lo denotamos a < b.

— un numero representado por a es mayor que otro representado por b, si a estd a la
derecha de b sobre la recta numérica. Simbdlicamente, lo denotamos a > b.

Actividad N2 2

Completa las siguientes proposiciones y halla un ejemplo en la recta numérica para cada caso

-Si a = b, los puntos representativos de @ ¥ D .cveevecrrececeveieeece e Ejemplo:

-Sic > b, el punto representativode cestd ala .....cccceeeeeveciereencnnes del punto representativo
de b. Ejemplo: ...

-Sid < b, el punto representativode d estd ala ....ccccoevveeeennes del punto representativo
de b. Ejemplo: ...

- Dibuja la recta numérica, destaca sobre ella los puntos correspondientes a los nimeros 3
y 8. Compara esos numeros, y expresa simbodlicamente como es 3 respecto de 8 y 8

respecto de 3:

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

En el conjunto de los nimeros naturales, podemos realizar las operaciones de suma,
multiplicacién, potenciacién con exponente natural, pero la resta entre dos nimeros naturales
solo es posible si el minuendo es mayor o igual que el sustraendo.

Ante la imposibilidad de realizar la resta cuando el minuendo es menor que el sustraendo,
surge el conjunto de los nimeros enteros como una ampliacion de los nimeros naturales.

El conjunto de los nimeros enteros esta formado por la unidn de los nimeros naturales (N)
(o enteros positivos), el cero y los nUmeros enteros negativos (Z~), y lo nombramos con la letra
Z.
Z=7" U{0}UZt esdecirZ=1{..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Propiedades:
= Es un conjunto con infinitos elementos.

= Cada numero entero tiene un Unico antecesor y un Unico sucesor.



= Es discreto. Es decir, entre dos niumeros enteros hay un nimero finito de ndmeros
enteros.

= A cada numero entero le corresponde un punto de la recta, pero no a todo punto de la
recta le corresponde un nimero entero.

El opuesto de un nimero entero a es —a y, el opuesto de —a es a.

El opuesto de cero es cero.
Interpretacion grafica

Para representar los nimeros enteros se considera una recta y sobre ella un punto o
(llamado origen), y un segmento oa, cuya longitud se toma como unidad, y que superponemos
sucesivamente sobre la recta (a la izquierda y a la derecha de o) para encontrar los puntos

a,b,cd,e,f .., encorrespondencia con los nimeros enteros ...,—3,—2,—1,0,1,2,3, ...
a b ¢ d e f g..
——F—————+ > 1
-3-2-1 0 1 2 3

Actividad N2 3

Teniendo en cuenta la representacion de los nimeros enteros completa las siguientes
proposiciones con >, < o =, y expresa un ejemplo para cada caso.

a) Todo nimero natural s .........ccceeueuee que cero.
b) Todo nimero negativo es.................... que ceroy por lo tanto menor que cualquier ....................

c) Dibuja la recta numérica, destaca sobre ella los puntos correspondientes a los nimeros —3 y
—8;y, 3y 8. Compara esos nimeros, y expresa simbdlicamente como es —3 respecto de —8
y 8 respecto de 3.

d) Generaliza en la siguiente expresion los resultados obtenidos en el item anterior: Dados dos
numeros negativos —a y —b, con a y b naturales, entonces:

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

No siempre el cociente de dos nimeros enteros, es un nimero entero. El cociente entre
dos numeros enteros a y b, con b distinto de cero, representa un ndmero racional. Surge
entonces el conjunto de los nimeros racionales como una ampliacidon del conjunto de los
numeros enteros.

El conjunto de los nimero racionales se simboliza Q.

Recordemos una notacion muy utilizada para este cociente (llamado fraccién), que se
escribe:

\ Fraccion
a ) Numerador
b Denominador



El nimero a se llama numerador de la fraccion y el nimero b, recibe el nombre de
denominador de la misma.

.. , . . a ,
Definimos formalmente nimero racional como el cociente > de nimeros enteros, donde
a€Z, beZyb + 0.

Observemos que todo entero es un numero racional, pues si n€ Z, entonces siempre
el e n e e e , . .
podemos escribirlo como =N Luego, como respeta la definicién de niumero racional, decimos
que ne€Q, o lo que es lo mismo, estamos afirmando que: Z c Q.

Propiedades:

= Es un conjunto con infinitos elementos.

= Es un conjunto denso. Es decir, entre dos numeros racionales hay un numero infinito de
ndmeros racionales.

= A cada nimero racional le corresponde Unico punto sobre la recta.

. , . . . a ma
= Dado cualquier nimero m entero distinto de cero, las expresiones P representan el
mismo numero racional.

Interpretacidn grafica

Para representar los nimeros enteros, seguimos el mismo procedimiento de los casos
anteriores, sélo que ahora incorporamos los infinitos nimeros que se encuentran entre dos
enteros:

« 1 — > Q
w—3-2-10 1 2 3.

El orden en el conjunto de los nimeros racionales

Dados dos numeros racionales, si quieres decidir rapidamente cudl de ellos es mayor,
recuerda que para compararlos cuentas con la siguiente regla:

%<E®ad<bc
a c¢
E=E(:>ad=bc
a c¢
E>E<:>ad>bc

Actividad N2 4

a) Coloca los simbolos >, < o0 =, segln corresponda entre cada par de nimeros racionales.

16

8
== n—==<...=2 )2 e



b) Ordena de menor a mayor los nimeros racionales nombrados en el item anterior.

c) Dibuja sobre la recta numérica, los nimeros anteriormente propuestos.

Expresion decimal de un niimero racional

Al calcular el cociente entre dos numeros enteros podemos obtener distintos tipos de
resultados en cuanto a la notacidn. ¢Recuerdas cuales son?

Veamos algunos ejemplos que te orientaran:

a)2=075 b)l=14 )2 =2,66666.. d) 2 = 4,16666 ...
4 5 3 6

En los dos primeros casos obtuvimos un cociente exacto entre los nimeros enteros dados,
en su representacion decimal, y que llamamos numeros racionales decimales, puesto que
pueden expresarse como una razén cuyo denominador es una potencia de diez. Mientras que
para las dos ultimas expresiones los cocientes no resultan exactos por lo que podemos obtener
una representacion aparentemente decimal, con cifras que se repiten de manera periddica y
que llamamos numeros racionales periddicos.

A todo numero racional escrito en notacion fraccionaria es posible asociarle una notacion
decimal, o aparentemente decimal, que es exacta o periddica respectivamente.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Ahora bien, ¢puedes representar a todos los numeros que conoces mediante fracciones?
Antes de contestar, toma tu calculadora, resuelve las siguientes situaciones y decide si los
numeros que obtienes como resultado se comportan como alguno de los elementos de los
conjuntos analizados.

a)V2 =
b) V9 =
Om =
d)e =

Seguramente coincidimos que estas expresiones no son nimeros racionales peridédicos ni
exactos. No corresponden al cociente entre nimeros enteros. Este tipo de expresiones son
elementos de un nuevo conjunto que es el conjunto de los numeros irracionales, que
representaremos con la letra I.

Fueron los pitagéricos quienes descubrieron los nimeros irracionales al aplicar el Teorema
de Pitdgoras en un tridngulo cuyos catetos eran iguales a la unidad. Al tratar de calcular la
hipotenusa se encontraron que su medida era la raiz cuadrada de dos y que no representaba un
ndmero conocido hasta el momento.

Para estos matematicos, los numeros naturales constituian el principio de todas las cosas,
por esta causa, mantuvieron el descubrimiento de los irracionales en el mas estricto secreto. El
nombre de “irracional” proviene del hecho de que "estos numeros no se pueden expresar como
una razon o cociente de dos numeros enteros".

El conjunto formado por los racionales y los irracionales se llama conjunto de numeros reales,
y se designa con el simbolo R.

10



Propiedades:

= Es un conjunto con infinitos elementos.
= No tiene primero ni ultimo elemento.

= Es un conjunto denso. Es decir, entre dos numeros reales hay un namero infinito de
numeros reales.

= Ningln nuamero real tiene sucesor ni antecesor.

= A cada numero real le corresponde Unico punto sobre la recta, y a todo punto de larecta
le corresponde un nimero real.

Haciendo una sintesis de los conjuntos numéricos revisados hasta el momento, podemos
realizar el siguiente cuadro, recordando que:

= todo nUmero natural es un nimero entero.

= todo numero entero se puede escribir como un ndmero racional en notacidon
fraccionaria, utilizando para ello una fraccidon con denominador uno.

Q

(racionales)

R
(reales)

I

(irracionales)

Actividad N2 5

Determinar si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas, encerrando en un circulo la
opcion correcta.

a) No7Z V-F
b) QNR=0Q V-F
c) QR V-F
d  V-8ez V- F
e) -3eQ V-F
f) Rcl V-F

OPERACIONES CON NUMEROS REALES. PROPIEDADES

Cuando operamos con numeros (sumamos, restamos, multiplicamos, etc.) hay ciertas reglas
que debemos respetar. Recordemos la forma de operar con el conjunto de los reales.

11



Adicion

*con igual denominador

b +b , +b b
242 a;y, reciprocamente: 22242
(o (o (o c c c
e con distinto denominador
a b ad+bc
— i -_—
c— d cd
Multiplicacion
ab ab
c d cd
Division

D _d _ mb#0yd 0
‘d cb o " y

alQ

Veamos algunas de las propiedades mds usadas para poder operar con estos conjuntos

numeéricos.

delasuma:a+b=b+a

a) Propiedad conmutativa
de la multiplicacion:ab = b a

delasuma:(a+b)+ c=a+ (b + ¢)

b) Propiedad asociativa
de la multiplicacion: (a b) c = a (b ¢)

del producto respecto de la sumay la resta:

a) Propiedad distributiv a (bic) = abtac

+b=5i
Cc

. al b
del cociente respecto de la suma y la resta: — p

Esta ultima propiedad, no puede aplicarse en las divisiones cuando la suma o la resta se

encuentra en el denominador, es decir:
a a +
—_— i -t
bic b

a

c

INTERVALOS

12



Frecuentemente trabajaremos con subconjuntos de niimeros reales: a) para dar el conjunto
solucidn de una inecuacidn, b) para describir caracteristicas de una funcién, c) para interpretar
con simbolos matematicos una expresién coloquial. Por ejemplo, el siguiente parrafo: "el peso
de la ballena franca, que visita de julio a diciembre las costas de la peninsula Valdés oscila entre
30y 45 toneladas".

A estos subconjuntos de numeros reales se los llama intervalos. ¢ Qué es un intervalo?

Dados dos nimeros reales a y b, donde a < b, definimos los siguientes intervalos:

Notacién Descripcion del conjunto Grifico

(a,b)
Abierto {xelR/a<x < b} - >
[a, b] ' '
Cercado xelR/a <x <b} s .
[a, b) —
cerrado a izquierda o {xeIR/a<x < b} <o 4jo—»
abierto a derecha a b
(a, b]
abierto a izquierda o {xeIR/a < x<b} < l l >
cerrado a derecha a b
(a, o) {xeIR/x > a} ¢ l >
a
[a, ) {xeIR/x = a} < I >
a
(=0, b] {xeIR/x < b} 4%,—»
(—oo, b) {xeIR/x < b} < l, >
b
(=00, ) {xeIR} < >

Observacion: el simbolo oo se utiliza para indicar un numero infinitamente grande, pero no se
debe considerar a oo como un numero real.

VALOR ABSOLUTO

bsib=0

Dado un numero real b definimos: |b| = {—b sib<0

Observacion: La expresion anterior se lee: “Dado un numero real b definimos valor absoluto de
b (o mddulo de b) al mismo numero b si éste es positivo o igual a cero; o a —b si éste es negativo”.

13



Interpretaciéon geométrica

Hemos visto la representacion de los distintos conjuntos numéricos sobre la recta numérica,
tenemos ahora |x|. ¢éPodriamos encontrar el o los puntos de la recta que lo representan?

Veamos el siguiente ejemplo:
Si |x| = 3, significaquex = 3,six > 0, perox = —3,six < 0.

e
3

|
| |
=4 -3 -2 -1 0 1 2

Pero si ahora escribimos |x| < 3, significa que x < 3, si x = 0, pero x = —3, si x < 0. Si
representamos sobre la recta numérica, veremos que se trata “del conjunto de todos los
numeros reales comprendidos entre —3 y 3”

s

| |
| |
=4 -3 -2 -1 0 1 2

Por lo tanto, sia € Ry a > 0, entonces:

|x| < a es equivalente a escribir —a < x < a

— 1.

—a a

|x| = a es equivalente a escribir x>a o x<-a

1 L.

—a a

Valor absoluto

x| < ¢ —-c<x<c (=c,0) < ,[ 1 >

"
[x] <c —c<x<c [—c, c] l—»

—c c
x| > ¢ x<-—-cox>c (=00, —c) u(c, ) < 41 L >
—C c

4_
[x] = ¢ xX2c 0 x<—c¢ (=00, —c] U[c, ™) 4—1—&»

DISTANCIA ENTRE LOS EXTREMOS a Y b DEL INTERVALO

La distancia entre los extremos de un intervalo se puede calcular, aplicando la siguiente
formula.
d(a,b) = |b —a| =]a - b| para cualquier intervalo con a, b € R

14



Ejemplo: Dado el intervalo [—2,5]

dab) = |5 — (=2)] = 7 —2 5
diab) =|—-2 — 5| =7 7

Observacion: la distancia hubiese sido la misma para los siguientes intervalos: (—2,5]; [—2,5);
(—=2,5).

POTENCIACION

Si a es un numero real cualquiera y n es un entero positivo, entonces la potencia n-ésima de a
es

a=a.a.a.a.a....a

n-factores

El numero a se denomina base y n es el exponente

Exponentes cero y negativo:

Si a # 0 es un numero real y n es un entero positivo, entonces

0 _ -n _ i
a’=1ya"=-=
Propiedades de la Potenciacion
PROPIEDAD EJEMPLO DESCRIPCION ‘
ama® = gmtn 3435 — o445 — 39 Para multiplicar dos potencias de la misma
- - base, se suman los exponentes
m 4 PRIT] . .
a” _ - 3_  gt5 = 31 Para dividir dos potencias de la misma base, se
an 35 restan los exponentes
(@) = gmn (42)3 = 423 = 46 Para elevar una potencia de una nueva
- - potencia, se multiplican los exponentes
La potenciacién es distributiva con respecto al
ab)" = a"b" 3.4)% = 3545
(ab) G4 producto
a\" a" 3\ 32 La potenciacidn es distributiva con respecto al
(E) T pn (Z) T4z cociente
- A" 3,2 42 Para elevar una base a un exponente negativo,
(_) = (_) <_) = (_> se invierte la base y se cambia el signo del
b a 4 3 exponente
b™ a™ 24 373 Para invertir una fraccion, se cambia el signo
art _ p-m 33 -4 de los exponentes
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Actividad N2 6

Completa sobre la linea de puntos y busca un ejemplo de cada caso.

a)

b)

d)

e)

f)

h)

La potencia —n de una fraccién distinta de cero es igual a la potencia de exponente n del

-n n
........................... de dicha fraccidn. En simbolos: (%) = (Z) conne€Nya=+0

La expresidn (% . g)n = (%)n (g)n nos indica que la potenciacidn es distributiva respecto
de e
La expresion (% : %)n = (g)n : (g)n nos indica que la potenciacion es distributiva respecto
(o [T
En el producto de potencias de igual base s ......ccoeevveevvcreciennnns los exponentes.
a m a n a m+n
G G =G
En el cociente de potencias de igual base se .......cccceeeeveverveenennn. los exponentes.
a\™ ca\" a\m-n
G ) =G
En la potencia de otra potencia, S€ ......ccccceuverrerenen. los exponentes.
ay™" a\mn
6] =6
La potenciacion .............. distributiva respecto de la suma ni de la ..................

.. m ’ . . ;s . ,
La potencia p de un numero real se obtiene calculando la potencia emésima de la raiz

enésima del numero dado. Es decir:

— n
an = Vam
Para hallar la raiz de indice n de una fraccidn se halla la raiz del ...................... y del

NOTACION CIENTIFICA

Los cientificos utilizan la notacidn exponencial para compactar la escritura de nimeros muy
grandes o muy pequefios.

Por ejemplo, la estrella mas cercana mas alla del Sol, Alfa Centauro, esta a casi 40 000 000
000 000 kilémetros. Por otro lado, la masa de un atomo de hidrégeno es de casi
0.00000000000000000000000166g. Estos numeros son dificiles de leer y de escribir, de modo
que los cientificos los expresan casi siempre en notacion cientifica.

Notacidn cientifica

Se dice que un nimero positivo x esta escrito en notacion cientifica si esta expresado como

sigue:

x =a.10" donde1 < a < 10 y nes un entero
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Por ejemplo, cuando establecemos que la distancia a la estrella Alfa Centauro es
4x10"3 km, el exponente positivo 13 indica que el punto decimal se debe desplazar 13 lugares
a la derecha:

4x10*2 = 40 000 000 000 000

RADICACION
Sin es un entero positivo, entonces la raiz n-ésima de a se define como sigue:
Va=beb"=a

Sinespar,a =20yb =0

Propiedades de la Radicacion

PROPIEDAD EJEMPLO DESCRIPCION
“ab = Yailb 41681 = Y16Y/81 La radicacion es distributiva con respecto al
a.n=va e producto
1:/6 _ Va 2| 16 V16 La radicacion es distributiva con respecto al
b %b 100 3/100 cociente
L 5/, 15 Para resolver una raiz de otra raiz, se
Va ="Ya V256 = V256 multiplican los indices
V(@™ =a,sines
(@7 =a,s YGF =3
impar

(@)™ = |al, sin es par J(=3)* = |-3|

Exponente fraccionario

Para cualquier exponente racional m/n de los términos mas bajos, donde m y n son enteros y
n > 0, se define:

o en forma equivalente:

an = (Va)"

Sin es par, entonces es necesario que a = 0.
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Actividad N2 7

Considerando x # 0, determina la veracidad de las siguientes proposiciones encerrando en
un circulo la opcidn correcta.

a) x°=0 V-F g) xPxd = xP+d V-F
b) x®=1 V-F h)z_z=xp/q V-F
o) x!=x V-F i) ’;_Z:xp—q V-F
d) x' =1 V-F ) VZF5=V2+15 V-F
e) % = x1 v-F K VZa=v2va v-F
f) (xP)T =xP1 V-F ) (x+2)3=x3+23 V-F

RAZONES Y PROPORCIONES

Tanto en la vida diaria como en las transacciones comerciales es necesario comparar precios,
tamafios, etc., ya que algunos enunciados que involucran nimeros tienen poco significado si no
se comparan con otros o con otras cantidades.

Analicemos la siguiente situacién:

En un curso existe un total de 42 alumnos, de los cuales 10 son mujeres. Podemos comparar
estas cantidades de personas de diversas formas:

*De un total de 42 alumnos, 10 son mujeres.
*De un total de 42 alumnos, 32 son hombres.

*Existe una diferencia de 22 personas entre las cantidades de hombres y mujeres, a favor de
los hombres.

*Por cada 5 mujeres hay 16 hombres en el curso.
*El cociente entre la cantidad de mujeres y la de hombres es 10/32.
*Por cada hombre hay 0,3125 mujeres.

Ahora ustedes completen:
*El cociente entre la cantidad de hombres y mujeres es .........cc..........
*Por cada 16 hombres hay ..................... mujeres en el curso.

*Por cada mujer hay ......cceveuuuee. hombres.

Podemos decir entonces que una RAZON es una comparacién entre dos cantidades de la
misma especie y puede ser:

ARITMETICA: cuando es la diferencia entre dos cantidades de la misma especie, con el fin de
precisar cudnto excede una de la otra. Llamando R, a la razén aritmética, la comparacion de
dos cantidades a y b, se escribe: R, = a — b; obienR, = b — a.
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GEOMETRICA: es el cociente entre dos cantidades de la misma especie, con el fin de
establecer las veces que una contiene a la otra. Entonces, llamando Ry a la razén geométrica,

. a . b . . ..
se escribe: Ry = 5 0 bien Ry = —, siempre que los denominadores sean distintos de cero.

Ejemplo: Comparar los numeros 18y 6

Razon Aritmética: 18 — 6 = 12, 18 supera a 6 en 12 unidades, por lo que su razén

aritmética es 12; también podemos escribir 6 — 18 = —12, 6 superaa 18 en —12
unidades, por lo que su razén aritmética es —12, dependiendo de la situacion
abordada.

. .. 18 . . -
Razoén Geométrica: - = 3, 18 contiene tres veces a 6, por lo tanto su razén geométrica

Nota: En nuestro curso, cuando hacemos referencia a la razén entre dos cantidades,
interpretamos que debemos calcular la razon geométrica, a menos que se indique que
debemos calcular la razdn aritmética.

La razon se puede leer de distintas formas. En el ejemplo anterior, al comparar 18 y 6,
podemos expresar 18 es a 6, o 18:6. El numerador de la razén se llama antecedente y el
denominador recibe el nombre de consecuente.

Un poco de historia...

Muchos historiadores concuerdan en que el primer matemdtico fue el griego
Thales de Mileto. Se cuenta que, en las tierras del Nilo, los sacerdotes
egipcios, poniéndolo a prueba, le preguntaron en cudnto estimaba la altura
de la gran pirdmide de Keops. Con la serenidad de un sabio, Thales
respondio que, antes que estimarla, preferia medirla. Los egipcios,
estupefactos, presenciaron la simple y maravillosa medicion de Thales,
quien, mediante un bastdn y una proporcion, logro rapidamente la proeza.

Establecimos ya, el concepto de razén entre dos nimeros o magnitudes, definamos ahora
proporcién.

Una proporcion estd formada por los numeros a, b, cy d, sila razén entreay b es la
misma que entre c y d.

. .z . . a Cc
Es decir que una proporcién esta formada por dos razones iguales: — = —. Donde a, b, cy d
b d
son distintos de cero y la proporciéon se lee “aesab comocesad”.

En esta expresion a y d se denominan extremos mientras que b y ¢ son los medios.
Ejemplo:

Los numeros 2, 5, 8 y 20 forman una proporcion, tomados en ese orden, si la razén entre 2
y 5 es lamisma que la razén entre 8 y 20. Es decir:

8

2_
5 20
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Ademas, si obtenemos el producto de los extremos de esa proporcién (2 multiplicado por
20), resulta igual al producto de los medios (5 multiplicado por 8), por lo tanto podemos
enunciar la propiedad fundamental de las proporciones que establece:

En toda proporcion, el producto de los extremos es igual al de los medios.

El uso de esta propiedad nos permite encontrar un extremo o un medio desconocido, de
una proporcién. Por ejemplo, en la expresidn % = ﬁ, el valor de x se obtiene multiplicando los
extremos y dividiéndolos por el medio conocido:

12-14
¥T 728
Analicemos ahora algunas situaciones de la vida diaria.

->x=6

Ejemplo 1: En la siguiente tabla se relaciona la superficie de una cerca a pintar y los litros de la
pintura empleada.

m? de cerca a pintar 1 1,5 2 4

Litros de pintura empleados 0,25 0,375 0,50 1

Ejemplo 2: Observa el dibujo y construye una tabla que relacione la longitud de la base de cada
rectdngulo con la longitud de su altura.

Ejemplo 3: El precio de un estacionamiento es:

Tiempo Precio
hasta 1 hora 10$
hasta 2 horas 20%

En todos estos ejemplos existe una relacion entre dos magnitudes. Ademds, cuando una
varia, provoca que varie la otra. Podemos precisar ain mas, analizando cada ejemplo en
particular.

En el ejemplo 1:
- Al doble de m? de cerca corresponde el de cantidad de litros de pintura.
- Al triple de m? de cerca corresponde el de cantidad de litros de pintura.

- A la mitad de m? de cerca corresponde la de cantidad de litros de pintura.
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- 1 1,5 2 4 , .
Y escribimos — = ——— = = === ..., Por lo tanto, la razén entre la cantidad de m? a
025 0375 050 1

pintar y la cantidad de litros de pintura empleados resulta constante e igual a cuatro.

Es importante aqui destacar que cada razén indica los m? de cerca a pintar con respecto a
los litros de pintura empleados para ello. Y cuatro de esos numeros considerados en orden

L1 1,5 1,5 2 2 4
forman una proporcion: —=—; — =—; — = —; -
0,25 0375’ 0,375 0,50’ 0,50 1

Puesto que la razén entre los dos primeros es igual a la razén entre los dos segundos, en
cada una de las igualdades consideradas. Esta razéon recibe el nombre de constante de
proporcionalidad.

. - - 025 0375 050 1
Si escribimos las razones de la siguiente manera: T s -5 —a

razén ahora? En el contexto de la situacién planteada ¢ qué expresa cada razén?

= ... éCual es la

Para el caso del ejemplo 2, te propongo que encuentres la razén de proporcionalidad entre
las longitudes de la base y la altura, y escribas algunas proporciones que surgen del ejemplo.

Cuando utilizamos este tipo de expresiones:

al doble .............. doble,

a la mitad.............. mitad,

al triple ............. triple,

a un tercio............... un tercio, etc.,

decimos que las dos magnitudes son directamente proporcionales, y expresamos:
"La superficie de cerca a pintar es directamente proporcional al volumen de litros de pintura".

“Las longitudes de las bases son directamente proporcionales a las longitudes de las alturas".

En el ejemplo 3 es conveniente observar que si sdlo tomamos valores enteros puede parecer
gue existe proporcionalidad, pero no es asi. Si realizamos la tabla considerando fracciones de
tiempo, ya que hasta 1 hora la tarifa es de $10, podemos construir la siguiente tabla:

Tiempo Precio
30 minutos $10
45 minutos $10
60 minutos $10
70 minutos $20
140 minutos $30

En este caso diremos que el precio del estacionamiento NO es directamente proporcional al
tiempo.

Analicemos ahora las siguientes situaciones.

Ejemplo 4: En 50 litros de agua de mar hay 1300 gramos de sal. ¢Cuantos litros de agua de mar
contendran 5200 gramos de sal?
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Como en doble cantidad de agua de mar habra doble cantidad de sal; en el triple, el triple,
etc., las magnitudes cantidad de agua y cantidad de sal son directamente proporcionales.

Formemos la siguiente tabla, lamando x a nuestra incégnita:

Litros de agua Gramos de sal
50 1300
x 5200

Se verifica la proporcion 20 = = por lo tanto 50 - 5200 = x - 1300, de donde:
1300 5200

505200
* = 71300

Es decir que en 200 litros de agua de mar hay 5200 gramos de sal.

- x =200

Ejemplo 5: Un vehiculo tarda en realizar un trayecto 6 horas si su velocidad es de 60 km/h, pero
si doblamos la velocidad el tiempo disminuira a la mitad. Es decir, sila velocidad es de 120 km/h
el tiempo del trayecto sera de 3 horas.

Velocidad en km/h Tiempoenh
60 6
120 3
12
90

éTe animas a completar el cuadro?

En este caso, las magnitudes no son directamente proporcionales, por lo tanto, no podemos
plantear las razones como en el caso anterior, pero lo que si se mantiene constante es el
producto entre los elementos de cada fila del cuadro, es decir:

60-6=120-3=--12=90 .-

Decimos que las magnitudes son inversamente proporcionales ya que cuando, al multiplicar
o dividir una de ellas por un nimero cualquiera, la otra queda dividida o multiplicada por el
mismo numero.

Son magnitudes inversamente proporcionales la velocidad y el tiempo. Se establece una
relacidn de proporcionalidad inversa entre estas dos magnitudes puesto que:

e Silavelocidad aumenta al doble, el tiempo disminuye a la mitad.

e Silavelocidad disminuye en un tercio, el tiempo aumenta el triple.

Velocidad en km/h | Tiempoenh

§ 60 6 >
< 120 132 >
< 2

90
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¢Has interpretado los enunciados propuestos? Te propongo la siguiente actividad para que
evalues la comprensién sobre este tema, si dudas, relee de nuevo el desarrollo.

Actividad N2 9

a. Un automovil gasta 5 litros de gasoil cada 100 km. Si quedan en el depdsito 6 litros,
écudntos kildémetros podra recorrer el automovil?

Gasoil en | Recorrido en km

b. Si 3 hombres necesitan 24 dias para hacer un trabajo, icuantos dias empleardn 18
hombres para realizar el mismo trabajo?

Numero de

hombres Dias de trabajo

PORCENTAIE

El porcentaje es una de las expresiones matematicas que mas usamos en la vida cotidiana.
La informacién que aparece en los medios de comunicacidn esta repleta de datos expresados
en porcentajes. Por ejemplo, équién no ha oido decir alguna vez?: "Rebajas del 10% en todos
los articulos del hogar"; “El aumento en el precio del combustible rondaria el 15%".

Un porcentaje es la proporcion de una cantidad respecto a otra y representa el nimero de
partes que nos interesan de un total de 100.

Cuando una familia invierte el 45% de sus ahorros en comprar una vivienda, se estd gastando
en ella 45 pesos de cada 100 que ha ahorrado.

Se puede definir el tanto por ciento como una fraccién que tiene denominador 100. En este
caso, el 45% es la fraccion decimal.

45% = 45 = 0,45
°~ 100

Como el porcentaje es una fraccidon decimal, se puede expresar también en nimero decimal.

Cualquier porcentaje se puede expresar en forma de fraccion o nimero decimal y, a su vez,
cualquier nimero decimal o fraccion se puede expresar en porcentaje. Observemos con
atencion el siguiente cuadro:
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Porcentaje Se lee Fraccion Decimal Significado

10% Diez por 10 0,1 10 de cada 100
ciento 100

30% Treinta por 30 0,3 30 de cada 100
ciento 100

3% Tres por 3 0,03 3 de cada 100
ciento 100

El porcentaje o tanto por ciento (%), es una de las aplicaciones mas usadas de las razones y
proporciones. Es una forma de comparar cantidades, una unidad de referencia que relaciona
una magnitud (una cifra o cantidad) con el todo que le corresponde (el todo es siempre el 100).

¢Qué significa 50 %?: Significa que de una cantidad que se ha dividido en cien partes se han
tomado 50 de ellas, o sea, la mitad.

éQué significa 25%?: Significa que de un total de cien partes se han tomado veinticinco, o

1 25 . ope 1
sea- (— al simplificar por 5, se reduce a —).
4 \100 4

Cdlculo de Porcentaje

El Porcentaje o Tanto por ciento se calcula a partir de variables directamente proporcionales.
En el calculo intervienen cuatro componentes:

Cantidad Total 100%
Cantidad Parcial ---- Porcentaje Parcial
Ejemplo:
(Cantidad total)  $1 000 - equivaleal - 100 % (porcentaje total)
(Cantidad parcial) $ 500 - equivaleal - 50 % (porcentaje parcial)

Existen tres situaciones o tipos de problemas que pueden plantearse. Estos son:
1.- Dada una cantidad total, calcular el nimero que corresponde a ese porcentaje parcial.

Ejemplo: ¢ Cudl (cuanto) es el 20% de 807

Cantidad | Porcentaje

Total 80 100

Parcial X 20

Armando la proporcién que se verifica entre las cantidades:

80 _ 100 . 80-20
— = —, yresolviendox =—— =16
x 20 100

Respuesta: el 20% de 80 es 16.

2.- Calcular el total, dada una cantidad que corresponde a un porcentaje de él.

Ejemplo: Si el 20% de una cierta cantidad total es 120 ¢Cual es el total?
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Cantidad | Porcentaje

Total X 100

Parcial 120 20

Procediendo de igual manera que en el ejemplo anterior:

x _ 100 120 100

— = —, yresolviendo x = = 600
120 20 20

Respuesta: 120 es el 20% de un total de 600.

3.- Dado el total y una parte de él calcular que porcentaje es esa parte del total.

Ejemplo: ¢ Qué porcentaje es 40 de 120?

Cantidad | Porcentaje

Total 120 100

Parcial 40 X

Te propongo que trabajes con las cantidades que aparecen en el cuadro y concluyas con
la respuesta que te propongo a continuacion.

Respuesta: 40 es el 33,33 % de un total de 120.

Como se ha visto, el tanto por ciento representa una cierta cantidad con respecto a cien. Si
en lugar de tomar como referencia cien, se toma la unidad, se llama tanto por uno.

— Si 8 kilos de manzanas valen $120, ¢cuanto vale un kilo?

1 kilo de manzanas cuesta 120/8 = $15 (15 es el tanto por uno, puesto que expresa,
para este caso, el precio por cada kilo de manzana)

— Si 500 ruedas de metal pesan 3000 kilos, écudntos kilos pesa cada rueda?

Razonando de modo similar al anterior, calcula el tanto por uno de las cantidades dadas
y expresa su significado

Para realizar operaciones, es mas practico y rapido utilizar el tanto por uno correspondiente
en lugar del tanto por ciento.

También suele calcularse el tanto por mil. La expresidn de un nimero por mil es una manera
de expresarlo como una fraccidn de mil. Se escribe con el signo %o, simbolo similar al signo del
porcentaje con un cero al final.

Un uno por mil se define como: 1%0 = 10 -3 = 1/1000

A continuacidn, citamos algunos ejemplos donde el uso de nimeros expresados al por mil es
comun:

— Tasas de natalidad y de mortalidad. Si en el afio x |a tasa de natalidad fue del 12%o, significa
que del 1 de enero del afio x al 1 de enero del afio x + 1 por cada mil habitantes, nacieron
doce nifios.

— Salinidad marina. Por ejemplo: "la salinidad media es del 35%0". Indica que en el mar hay
treinta y cinco gramos de sal por cada mil litros de agua.
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REPARTICION PROPORCIONAL

El reparto proporcional es una operacién que consiste en dividir una cantidad en partes
proporcionales a otras cantidades dadas. Es la distribucién equitativa de una cifra, en proporcion
directa o inversa, entre ciertos nimeros denominados indices del reparto.

En los problemas del reparto proporcional se consideran tres elementos: cantidad a repartir,
indices del reparto y cociente del reparto. La aplicacion del reparto proporcional es muy variada,
se aplica en gran escala en empresas comerciales, pero fundamentalmente en la aplicacién o
prorrateo de gastos en la contabilidad de costos.

Resolvamos una situacion practica, que nos facilitard la comprensién y nos ayudara a
establecer la correspondencia con los temas tratados hasta aqui.

Ejemplo: El sefior Pérez dejé una herencia de 360.000 $ para sus hijos, pero establecio la
condicion que el reparto se hiciera proporcionalmente a las cantidades 9, 6, 5, que son las
edades de sus hijos ¢Qué cantidad le corresponde a cada uno?

Si partimos de las edades de los hijos, podemos hacer un reparto proporcional directo
basandonos en las edades. En este tipo de reparto, las partes que se buscan son directamente
proporcionales a los numeros dados.

Hijo A Hijo B Hijo C Total
Edades 9 6 5 20
Herencia X y Z 360000

Cantidad a repartir: 360000 (S)
indices del reparto: 9, 6, 5, 20 (afios)
Cociente del reparto: 360000/20 (S por afio)

Para poder completar la tabla, o sea sustituir esas letras por sus respectivos valores, podemos
considerar el caso de cada hijo por separado.

Tenemos una variacién directamente proporcional, puesto que la reparticion del dinero se
realiza de acuerdo a la edad, a mayor edad mas dinero. Es decir, se estan relacionando cuatro
cantidades que son proporcionales. Conocemos tres de ellas y debemos encontrar el valor de la
cuarta. De acuerdo a lo actuado hasta aqui, consideramos:

2 20 resolviendo x = 2360000 162 000

x 360000’ 20

Procediendo de la misma manera, obtenemos y = 108 000y z = 90 000

Nuestra respuesta es: E/ hijo A (el mayor) recibié $162000; el hijo B (el del medio) recibié
$108000 y el hijo C (el menor) recibié $90000.

Podemos verificar que la suma recibida por los hijos completa el total de la herencia:
162000 + 108000 + 90000 = 360000

Te propongo ahora que trabajes con las siguientes situaciones.

Actividad N2 10

En un establecimiento de nivel medio han destinado la franja posterior del terreno para
hacer una huerta que tendra 90m de largo. Deciden repartir la huerta, a lo largo, en tres franjas
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proporcionales al nimero de grupos por afio escolar, para que cada grupo sea responsable de

sus parcelas.

a) Completa la siguiente tabla.

b)
c)

d)

Grado 19 2 32 | Total
Grupos 6 4 15
Longitud de la parcela 90

Determina la constante de proporcionalidad.

Halla las longitudes de las parcelas.

Verifica el resultado obtenido.

Actividad N2 11

Juan, Pedro y Camilo aceptaron un trabajo y decidieron que cada uno
cobraria de acuerdo con las horas trabajadas. Cuando terminaron, habian

anotado:

Juan: 20 horas
Pedro: 12 horas

Camilo: 8 horas

Cuando recibieron $800 como pago total debian hacer una reparticiéon proporcional, de
manera que cada uno recibiera una cantidad conforme al tiempo trabajado.

Considerando que les habian pagado $800 por un total de cuarenta horas, elaboraron la
siguiente tabla:

Determina el dinero que recibié cada uno de los trabajadores

Camilo Pedro Juan Total
Horas Trabajadas 8 12 20 40
Pagoen$S c p j 800
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(Mooo DE RESUMEN

W @ UNTOS NUMERIC@ /6\) ox

¢Cuéles son los conjuntos numéricos presentados en el cuadernillo?

/4

I
a

i mE
T~

G TTUTTTTLLLTTLANS Indica, para cada conjunto numérico, al menos tres nimeros que pertenezcan a él

N | Defini Valor absoluto de un nimero ,
ALOR ABSOLUTO R~

CCSTTTT LT LR LTTRRCASS Indica, qué relacién hay entre valor absoluto y distancia entre dos nimeros

N Defini Potenciacion. Desarrolla un ejemplo para cada una de las —\
- .. N E = propiedades
\‘\\“\\‘“-m“‘\\ ez

Defini Radicacion. Desarrolla un ejemplo para cada una de las propiedades

r ¢Qué es una razdn? ;Qué tipo de razones se enuncian en el cuadernillo? —\

-
N
m § __| ;Qué es una proporcion?
\“‘1111“\‘-‘“‘\‘ ——
N Enuncia 3 pares de magnitudes que sean directamente proporcionales

Enuncia 3 pares de magnitudes que sean inversamente proporcionales

l PORCENTAJE E Defini Porcentaje. Explica los cuatro componentes del porcentaje \

;Qué es la reparticion proporcional?

REPARTICION __r
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| ECUACIONES

ECUACIONES

Una ecuacidn es un enunciado en el que se establece que las expresiones matematicas son
iguales.

Por ejemplo,
3+5=8

es una ecuacién. La mayor parte de las ecuaciones que se estudian en el algebra contiene
variables, las cuales son simbolos, casi siempre letras que representan nidmeros. En la ecuacién:

4x+7 =19

la letra x es la variable. Consideramos que x es la “incdgnita” de la ecuacién, por lo que el
objetivo es determinar el valor de x que hace que la ecuacidn sea cierta.

Los valores de la incégnita que hacen que la ecuacidn sea verdadera se llaman soluciones
o raices de la ecuacion, y el proceso para determinar las soluciones se llama resolucién de una
ecuacion.

Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones se llaman ecuaciones
equivalentes. Para resolver una ecuacion, tratamos de encontrar una ecuacidn mads
simple y equivalente en la que la variable esté sola en un lado del signo de “igual”.

A continuacidn, se muestran las propiedades que aplicamos para resolver una ecuacion (En
estas propiedades, A, B y C representan expresiones algebraicas y el simbolo < significa
“equivale a”)

Propiedades de la igualdad Descripcion ‘

Al sumar la misma cantidad a ambos miembros de una

A=B A+C=B+C s : - .
ecuacion se obtiene una ecuacién equivalente

Al multiplicar ambos miembros de una ecuacién por la
A=B < CA=CBconC=+0 misma cantidad se obtiene una ecuacién equivalente,
siempre que esa cantidad sea distinta de cero

Al dividir ambos miembros de una ecuacién por la
misma cantidad se obtiene una ecuacién equivalente,
siempre que esa cantidad sea distinta de cero

A=ByC¢0=>‘E‘=

a|w

Si el producto entre dos cantidades es igual a cero,

SiAB=0=A=00B=0 .
entonces al menos una de las cantidades es cero

ECUACIONES LINEALES O DE PRIMER GRADO:

Una ecuacién lineal de una variable es una ecuacién equivalente a una de la forma

ax+b=0
donde a y b son nimeros reales y x es la variable.
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Solucion de una ecuacion lineal o de primer grado:

Resolvemos la ecuacidn cambidndola a una equivalente en la que todos los términos que
tienen la variable x estdn en un lado y todos los términos constantes estan en el otro

Dada la ecuacion 7y —4 =3y + 8

7y—4=3y+8 Ecuacion dada
7y—4+4=3y+8+4 Se suma 4 a ambos miembros
7y =3y + 12 Se opera
7y —3y =3y —3y+12 Se resta 3y a ambos miembros
4y =12 Se opera
4y1 = 12,1 Se multiplica por1
4 4 4
ly = Posible solucién de la ecuacion

Una vez hallado el o los posibles valores de la incégnita es preciso verificar si la respuesta
encontrada es correcta

Verificamos a continuacion si y = 3, es o no solucion de la ecuaciéon 7y — 4 = 3y + 8, para
ello, en la ecuacién reemplazamos y = 3:

7y—423y+8

73-4233+8

21-42948
17 =17

Al llegar a una igualdad, podemos asegurar que y = 3, es solucién de la ecuaciéon 7y — 4 =
3y+8

Observa que, en los tres primeros pasos, alin no sabemos si el valor hallado es o no solucidn
de la ecuacidn, por lo cual no podemos asegurar la igualdad de ambos miembros. Por lo tanto,

no es correcto colocar el signo (=), y puede colocarsele un (?) en la parte superior, hasta que se
confirme o no la igualdad.

Veamos otro ejemplo: 5(x — 3) = ;(x +1)

3
5(x—-3) = 3 (x+1) Ecuacion dada
3 Multiplicamos por 2 ambos
5x—3).2= 5 (x+1).2 miembros
10(x—3)=3(x+1) Se opera
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10x —30=3x+3 Se aplica distributiva
10x —30 —3x =3x+ 3 — 3x Se resta 3x a ambos miembros
7x —30=3 Se opera
7x —30+30=3+ 30 Se suma 30 a ambos miembros
7x = 33 Se opera
7 1 =33 1 Se multiplica orl
X 7= 7 p p 7
33 . ., L
x = - Posible solucidn de la ecuacion

Verificacién:

. 33 L, -
Al llegar a una igualdad, podemos asegurar que x = —es solucién de la ecuacion (x — 3) =

%(x+1)

ECUACIONES CUADRATICAS O DE SEGUNDO GRADO:

Una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma:
ax?+bx+c=0

donde g, b y c son nimeros realescona # 0

Solucion de una ecuacion cuadratica o de segundo grado:

Algunas ecuaciones cuadrdticas se pueden resolver mediante factorizacion y usando

propiedades de los nimeros reales, otras se pueden resolver simplemente despejando, etc.

Pero, en definitiva, todas las ecuaciones cuadraticas pueden resolverse con la denominada

formula resolvente.

En conclusion, dada la ecuacion cuadratica
ax’>+bx+c=0
Las soluciones de la misma son los nimeros que resultan de calcular:

—b +Vb?% — 4ac
2a

X122 =
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Dada la ecuaciéon 3z2 — 5z =1

3z2-5z=1 Ecuacion dada

Se trabaja algebraicamente,

32z2-5z—1=0 :
para igualarla a cero,

a=3,b=-5yc=-1 Se identifica el valorde a,byc

21,2
—(=5= \/(—5)2 —4.3.(-1) Se aplica la Formula resolvente

2.3

Posibles soluciones de la

z, = 1,84; z; = —0,1805 .
ecuacion

Aqui corresponde hacer dos verificaciones, una para z; = 1,84 y otra para z, = —0,1805
Verificacion para z; = 1,84
3z2-5z=1
?
3(1,84)2-5.1,84=1
1=1

Al llegar a una igualdad, podemos asegurar que z; = 1,84 es solucién de la ecuacién 3z2 —
5z=1

Verificacion para z, = —0,1805
3z2-5z=1
3(—0,1805)% — 5.0,1805 = 1
1=1

Al llegar a una igualdad, podemos asegurar que z, = —0,1805 es solucidn de la ecuacion
3z2-5z=1

Las ecuaciones cuadraticas, pueden tener una solucién, dos soluciones o ninguna solucién.
Dependiendo de los coeficientes de las variables.

El Discriminante de la funcién cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) es A= b? — 4ac. Si:

a) SiA> 0, entonces la ecuacién tiene dos soluciones reales distintas.
b) Si A= 0, entonces la ecuacidn tiene exactamente una solucion real.
c) SiA< 0, entonces la ecuacidn no tiene solucién real

ECUACIONES CON EXPRESIONES FRACCIONARIAS:

. 3. 5
Veamos un ejemplo: =+ —=2
X xX+2
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Para resolver ecuaciones en las cuales figuran incdgnitas tanto en el numerador como en el
denominador, se busca eliminar las incégnitas del denominador. Para ello, se calcula el

denominador:

Ecuacién dada

<E+ > )x(x+2)—2x(x+2)
x x+2 B

Denominador comun es x(x + 2).

Se multiplica a ambos miembros por
el denominador comun

<8x+6

m))((x + 2) = ZX(X + 2)

Se suma
_3(x+2)+5x

x(x + 2)
_3x+6+5x

x(x +2)
8x+6

- x(x +2)

3+ 5
x x+2

8x + 6 = 2x? + 4x

Se simplifica en el primer miembro

Se aplica distributiva en el segundo
miembro

0=2x*>—4x—-6

Puede verse que la ecuacion es
cuadratica, ya que aparece la
variable x elevada al cuadrado. Por lo
tanto, para resolverla debe igualarse
a cero.

a=2, b=—4y c=—6

Se identifica el valorde a, by c

—(—4) +/(=4)2 — 4.2.(-6)

X1,2 =

Se aplica la Férmula resolvente

2.2
x1=3 x,=-1 Posibles soluciones de la ecuacién
Aqui corresponde hacer dos verificaciones, una parax = 3 y otrapara x = —1

Verificacion para x; = 3

X |lw
+

wlw

+

w x®
u+|u1 +|u1

Ny N}

[~

I
N

1+1=2

2=2

. ., 3
Al llegar a una igualdad, podemos asegurar que x; = 3 es solucién de la ecuacion o +

5
x+2
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Verificacion para x, = —1

. . .3
Al llegar a una igualdad, podemos asegurar que x, = —1 es solucidn de la ecuacidn o +

5oy

x+2

ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

Para poder resolver este tipo de ecuaciones, se debe aplicar la definicidon de valor absoluto y

luego se aplican las propiedades y estrategias para resolver una ecuacidn, que se presentaron
anterior

Veamos un ejemplo: |[2g — 5| =3

De acuerdo con la definicidn de valor absoluto equivale a

2g—5=3 o biena 29—5=-3

2g=3+5 2g=-3+5
2g =18 2g =
g=4 g=1

Verificacion para g = 4
|2g — 5| =3
24-51%3
13[=3

Al llegarse a una igualdad puede asegurarse que g = 4 es solucidn de la ecuacion
|2g —5]=3

Verificacion para g = 1
|2g — 5| =3
21-5/23
|-3]=3

Al llegarse a una igualdad puede asegurarse que g = 1 es solucidn de la ecuacion
|2g — 5| =3
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ECUACIONES QUE INVOLUCRAN UN RADICAL:

Para resolver ecuaciones en las cuales las incognitas estan afectadas por radicales, es
conveniente, dejar los radicales en un miembro y el resto de los términos en el otro miembro,
para posibilitar el despeje.

Veamos un ejemplo: 7 + /5d —2 = 9

7+3¥5d—2=9 Ecuacién dada
7+35d—-2—-7=9-7 Restamos 7 en ambos miembros

¥s5d-2=2

Trabajamos algebraicamente

(V5d=2) =23

Elevamos ambos miembros al cubo

5d-2=8

Trabajamos algebraicamente

5d—-2+2=8+2

Sumamos a ambos miembros 2

5d =10 Trabajamos algebraicamente
1 Multiplicamos a ambos miembros
5d§ =10.= porl
5
d=2 Posible solucién de la ecuacién

Verificacion para d = 2
7+3¥5d-2=9
7+352-229
7+¥8L9
7+2;9
9=9

Al llegarse a una igualdad puede asegurarse que d = 2 es solucién de la ecuacién 7 +

¥5d —2 =0.

LOGARITMO

Los logaritmos se atribuyen a John Napier. El era un terrateniente escocés (no era por lo
tanto, un profesional de las matematicas)

Napier seguramente estudio las sucesiones de las potencias de un nimero y se percaté que
los productos y cocientes de dos nimeros de dichas sucesiones son iguales a las potencias de
las sumas o diferencias de los exponentes de dichos numeros (a™ a™ = a™*™). Pero estas
sucesiones no resultaban utiles para el célculo.
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Napier llamé al principio a estos nimeros artificiales, pero mas tarde se decidié por la unidn
de dos palabras griegas logos (razén) y arithmos (nimero)

Este sistema de cdlculo fue aceptado con gran rapidez. Entre los mas entusiastas estaba
Henry Briggs. Briggs visité a Napier en 1615 y entre los dos vieron la posibilidad de hacer algunas
modificaciones.

Briggs, en vez de tomar un nimero muy préximo a uno, partio de la igualdad log 10 = 1y
después fue calculando otros logaritmos tomando raices sucesivamente (como la raiz cuadrada
de 10 es 3,1622, entonces el logaritmo de 3,1622 es 2).

Las bases mas utilizadas son 10y e. Los logaritmos de base 10 se llaman logaritmos decimales
y los de base e neperianos o naturales.

Pero épara qué sirven los logaritmos? Hace no muchos afios, no habia ordenadores, ni
calculadoras, y por lo tanto multiplicar y dividir (y muchisimo mas la potenciacion), cuando los
numeros implicados eran grandes, era una tarea ardua (y casi seguro que se cometian errores)
Con los logaritmos las multiplicaciones se convierten en sumas, las divisiones en restas y la
potenciacion en multiplicaciones, con lo que se facilitaban mucho las operaciones. Una vez
obtenido el resultado se calculaba el antilogaritmo para obtener el nimero real.

DEFINICON DE LOGARITMO

Dados tres nimeros reales a, b y ¢; con a positivo y distinto de uno; y b positivo; el logaritmo
en base a del numero b; se define por:

logab =c & af =
Propiedades de los logaritmos

1. El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores.

log, (xy) =logax + log,y

2. Ellogaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base.

loge (x¥) =y logax
A partir de estas dos propiedades se pueden deducir las siguientes:

3. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor.

x
log, (;) = log,x — log,y

4. El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el indice de la raiz.

1

1 1 log,x
log,Vx = log, (xy> = J—/logax _ 9

Nota: Recuerde que siempre es posible expresar un radical por medio de una potencia de
1

exponente fraccionario. Es decir: Xz = zn.
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5. El logaritmo de la base es siempre 1 éPor qué?

logaa =1
6. El logaritmo de 1 es 0 en cualquier base log,1 = 0 ¢Por qué?
7.log,a* = x © a* = a*

8. al%9a* = x ipor qué?

El logaritmo de base 10 se expresa de la siguiente manera:

logiox =logx

El logaritmo de base e se expresa de la siguiente manera:

log.x =Inx

Cambio de base

Para algunos fines, es Util cambiar los logaritmos expresados en una base a otra. Si tenemos
log,x =y deseamos determinar log,x = y, procedemos de la siguiente manera:

y =logpx © bY =x (D)
Aplicando logaritmo en base a, a ambos miembros de la igualdad (1), resulta:
log,bY =log,x
De acuerdo con la propiedad del logaritmo de una potencia, tenemos:
ylog,b = log,x
Despejando y, obtenemos:

log,x
y= log,b
Finalmente:
logyx = log,x
log,b

Ejemplo: Calcular log, 3.
Llamemos x = log,3, entonces 2* = 3. Aplicando logaritmo decimal a ambos miembros

obtenemos:

xlog 2 = log 3; de donde: x = log3 = 1,5849 ...
log2
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ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

ECUACIONES EXPONENCIALES ECUACIONES LOGARITMICAS
El exponente se presenta como variable. La variable es parte del argumento.
Ejemplo: 2¥ =7 Ejemplo: log,(x +2) =5

Aplicamos logaritmo en ambos miembros, | Aplicamos la definicion de logaritmo,
utilizando las propiedades para bajar el | expresando la ecuacion en forma
exponente. Despejamos la variable vy | exponencial. Despejamos la variable vy
obtenemos el valor de x. resolvemos.

log 2* = log 7 log,(x+2)=5&x+2=2°
xlog?2=log?7 x+2=32
log 7 x=32-2
X =
log2 x = 30
0,845
X=——
0,30103
x =281

INECUACIONES

Una inecuacion en una variable representa una desigualdad que involucra dos expresiones,
donde al menos una de ellas contiene la variable, separadas por uno de los siguientes simbolos
de desigualdad: >; <; >; <.

Resolver una inecuacion significa encontrar el conjunto de valores de la variable para los
cuales el enunciado es valido. Estos valores son llamados soluciones de la inecuacion.

Propiedades de las operaciones sobre desigualdades

a) Sia<b=a+c<b+c
b) Sia<byc>0=ac<bc
c) Sia<byc<0 =ac=bc

Por ejemplo, la expresion: x + 3 < 7 representa el conjunto de todos los numeros reales
menores que cuatro. Puesto, que si restamos tres a ambos miembros de la desigualdad
obtenemos:

x+3—3<7-—3 aplicando propiedad cancelativa y resolviendo
x <4 que representa el intervalo (—oo, 4)

Podemos observar que es un intervalo abierto, ya que no toma —oo a la izquierda (ya vimos
gue oo no es un numero real), ni tampoco el numero cuatro a la derecha.

. .,

4

Veamos ahora esta otra situacion:

—3z43<7+4+z
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Procediendo de la misma manera que en el ejemplo anterior, restamos tres a ambos
miembros y obtenemos:

—-3z+3<7+z Inecuacion dada
—-3z+3-3<7+xz—3 Se resta 3 a ambos miembros
—3z—-z<4+z—z Se resta z a ambos miembros
—-4z<4 Se divide por —4
z>1

¢Qué cambio importante notas entre el cuarto y quinto paso? Hemos cambiado el sentido de
la desigualdad, en la tercera expresion es “—4. z menor que 4”, mientras que en la ultima es “z
mayor que 1”. Esta es una regla que debes recordar para cuando resuelvas inecuaciones:

* Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por una expresion positiva, no altera
el simbolo de desigualdad.

* Multiplicar o dividir ambos miembros de la desigualdad por una expresion negativa, invierte
el sentido o direccion del simbolo de desigualdad.

Resolucion de una inecuacién que involucra un valor absoluto
A partir del siguiente ejemplo, encontremos el conjunto solucién de la desigualdad
propuesta.
[By+6|/<9

Cuando hicimos la interpretacion geométrica del valor absoluto de un nimero real, vimos
que |3y + 6] < 9 es equivalente a:

—9<3y+6<9

Nuestro objetivo es ahora, utilizar propiedades que nos permitan encontrar los valores de
“y” que hacen verdadera la proposicién, por lo tanto, restamos seis a todos los miembros de
esa desigualdad y obtenemos:

-9<3y+6<9 Inecuacion dada
-9-6<3y+6-6<9-6 Se resta 6 a cada término
1 1 1 .- 1 _
Se multiplica por = cada término
—15.-<3y.-<3.-
3=°3%73 3
-5<1y<1 Solucidn de la inecuacién

Es decir que el conjunto solucidn, esta formado por todos los nimeros reales comprendidos
entre —5 y 1, incluyendo esos extremos ya que el simbolo < incluye la igualdad. Entonces la
solucidn es el intervalo cerrado [—5,1], cuya representacién geométrica es:

— 1,

-5 1
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Si la expresion de la inecuacion hubiese sido |3y + 6] < 9, el conjunto solucién ¢seria el
mismo? Vuelve a leer lo que vimos sobre intervalos para contestar, resuelve la expresién vy,
representa el intervalo sobre la recta numérica para confirmar tu respuesta.

Veamos cdmo resolvemos en el caso de que nuestra inecuacion sea de la forma:

3z+ 6| =9
Para desbarrar (quitar barras de valor absoluto) escribimos:
3z+46>9 o bien a 3z+6<-9
3z=29-6 3z<-9-6
3223 3z<-15
1z=>1 1z < -5

El resultado, no es un Unico intervalo, sino que representa la unién de dos intervalos
semicerrados, uno que contiene todos los reales comprendidos entre 1 (incluido) e infinito, y
otro que contiene todos los reales entre menos infinito y —5 (incluido). Simbdlicamente lo
expresamos con notacion de intervalos de la siguiente manera:

(—o0,—5] U [1,00) y su representacién sobre la recta numérica resulta:

S G

-5 1
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QMODO DE RESUM@

» Vv (ECUACIONES ) g

(" cLasFICACON ) (" comoes ) COMO SE RESUELVE
Sk o 5 Se trabaja algebraicamente hasta llegar a
@Jﬁ———— Laincégnita estet! e;-evada al ecuaciones equivalentes en las que la
exponente

incégnita aparezca despejada

CUADRATICA || Se pueden expresar de la forma Se trabaja hasta llegar a la forma
e ansaissaasy axz +bx+c=0 ax?®+ bx + SUIND 0P

¢ =0;Yseaplica: x;, =

2a

EXPRESIONES | Aparece alguna incégnita como Se trabaja hasta llevarla a una ecuacién
divisor equivalente que sea lineal o cuadrética, y

se resuelve en consecuencia

‘x xq ‘ R N . I3 .
ABSQVUA'LI'O § Aparece alguna incégnita entre Se desdobla la ecuacién en dos
“‘.“““““;i‘\\‘\\a barras de valor absoluto igualdades, y se resuelven
QUE INVOLUCRAN Alguna incégnita estd como Se eleva ambos miembros al exponente
RADICALES radicando (o exponente fraccionario) |~ | que permita la simplificacién del radical, y
se resuelven las ecuaciones
SartesE La incognit |
N a incognita se encuentra en e
L Al AS § it urgento - Se expresan de la forma log, (mx) = b;
N Ui RRRIR A g g y se aplica definicion de logaritmo.

Se expresan de laformaa™ = b,

exponente de un nimero real ; : :
y se aplican propiedades de logaritmo.

La incdgnita aparece como ‘
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(CECUACIONES ) £
GO‘,M-O RESOLVERLAS)
(CPAset )

IDENTFIOAR 2§ PASO2 )
EL APLICAR 77.»

;c‘zac?ngru cgr;myomgrgs ENCONTRAR LA O ENCONTRAR LA O
AL TPO DE LAS POSBLES LAS POSBLES
ECUACION SOLUCIONES. SOLUCIONES.

@ECUAQONE@
C;ROPIEDADES ) @SENTACDN GRAFICA

1. Siasb=a+c<b +c

2. Siasbyc>0 =>ac<bc
. a<x<b PEREYS
3. Siasbyc<0 =acz= bc

(c—&u- VALOR ABSOLU@

=T rx<an>b :]._._._._I:

h|x|<bﬁ\—-[tb<x<b‘\
x>b

x<-—b

x| > b
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| FUNCIONES

FUNCIONES

COORDENADAS CARTESIANAS

Hasta ahora hemos ubicado un punto en la recta de los nimeros reales, asignandole un solo
numero real, llamado coordenada del punto. Para trabajar en un plano, asignamos al punto dos
numeros reales, llamados coordenadas del punto en el plano.

Partimos de dos rectas de nimeros reales, una horizontal y otra vertical, y que se cortan en
forma perpendicular. A la recta horizontal la llamamos eje de abscisas (usualmente designado
con la letra x), a la vertical, eje de ordenadas (usualmente designado con la letra y), y al punto
de interseccion entre ellas origen de coordenadas o.

I B a l.y
EJE DE 5
ORDENADAS \
EJE DE ABSCISAS
3
2
(15 SN SR S SN SRR SN SO 7l
X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 a 1 2 3 4 5 [} 7
-1
-2
-3
4 ORIGEN DE
-5 COORDENADAS
5 T T T T T

Asignamos coordenadas convenientes a cada una de las rectas numéricas, haciendo coincidir
el punto o con el cero para ambos ejes, y respetando nuestra convencién de colocar los reales
positivos hacia la derecha de cero y los reales negativos hacia la izquierda. De la misma manera
adoptaremos la convencidn de colocar los nimeros reales positivos sobre el eje y por encima
del cero, y los reales negativos por debajo de cero como se muestra en la figura anterior.

El sistema de coordenadas descrito se llama sistema rectangular o cartesiano® de
coordenadas. Para localizar un punto P en este plano cartesiano se usa un par ordenado (x,y)
de ndmeros reales. Por ejemplo, para localizar un punto de coordenadas (2, 1), avanzamos dos
unidades sobre el eje x, desde el origen (x = y = cero) hacia la derecha, luego subimos una
unidad y marcamos ese punto, que representa el punto P buscado.

w

! Llamado asi en honor de René Descartes (1596-1650), un matematico, filésofo y tedlogo francés
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De la misma manera podemos situar cualquier punto de coordenadas conocidas en este
sistema, o bien, dado un punto del plano encontrar sus coordenadas. Teniendo en cuenta que
los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, adoptamos la
siguiente convencion: en el primer cuadrante todas las coordenadas de x e y son positivas; en
el segundo cuadrante, las coordenadas de x son negativas, mientras que las de y siguen siendo
positivas; en el tercer cuadrante ambas coordenadas son negativas y finalmente en el cuarto,
mientras y sigue siendo negativa, x es positiva. Los puntos que se encuentran sobre los ejes
coordenados no pertenecen a ningln cuadrante. Esta situacién se resume en el siguiente
grafico.

T5
CUADRANTE I CUADRANTE |
x<0,y>0 x>0y>0

X
CUADRANTE I CUADRANTE IV
x<0,y<0 x>0,y<0

Actividad N2 12

Te proponemos ahora que realices la siguiente actividad, teniendo en cuenta los conceptos
vistos.

a) Sitda los siguientes puntos en un sistema de coordenadas cartesianas F(—1,3);
G(2,-1); H(=2,-3),J(3,2)

b) Dados los puntos A, By C, ubicados en el plano xy, indica las coordenadas para cada uno
de ellos.

FUNCIONES

Las funciones son probablemente uno de los conceptos mas importantes de la matematica
actual, ya que es una herramienta muy valiosa para describir, analizar, sacar conclusiones e
interpretar diversas situaciones de otras ciencias o de la matemdtica misma a través de grdficos,
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tablas y formulas. Comenzamos con una actividad que puede introducirte en los conceptos
relacionados a funcién.

1. Una de las principales causas de los accidentes de transito estd asociada al excesivo
consumo de alcohol. Este produce la disminucidn de los reflejos, la falsa apreciacién de las
distancias, la subestimacién de la velocidad y la reducciéon de la percepcién del riesgo.

2. El limite de alcoholemia (cantidad de alcohol por litro de sangre) es de 0,5g por litro de
sangre en conductores de autos, 0,2g/l para motociclistas y 0g/l para conductores de
vehiculos de pasajeros.

a) La funcidn f representada muestra el nivel de alcoholemia que alcanza un
hombre de 60kg, en funcién del volumen de vino ingerido.

Nota: Un vaso de vino equivale a 100 cm?

Y Observando la grafica, responde:
1 a) éQué grado de alcoholemia alcanza, si bebe
dos vasos de vino?
'''''' " /’ b) ¢Qué cantidad de vino ingirid, si alcanza una
,,,,,,,, 0,6 7 alcoholemia de 0,7g/1?
/ c) éQué volumen como maximo puede beber un
"""" o Vv conductor de auto que pesa 60kg?
________ //
x (Veem3)
a 100 200 3 ‘O 400 500

ALCOHOLEMIA EN FUNCION DEL TIEMPO DE INGESTION

[N

unas

N Limite
A permitido
\\
N
AN N
En medio de\\
uha comida T(
3 4 5 5}

Datos extraidos del diario La Nacién, 20 de junio de 1997 y 22 de mayo de 1998
Situacidn extraida de: Matematica 9-EGB. Autores: M. E. Andrés y Otros. Editorial Santillana
Este grafico muestra la alcoholemia que alcanza una persona en funcidn del tiempo, a partir de
la ingestion de tres cuartos litros de vino.

a) ¢En qué momento alcanza la mayor alcoholemia?
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b) ¢éCudntas horas transcurren a partir de la ingestidn de alcohol en medio de las comidas,
hasta alcanzar el limite permitido para conducir un automovil?

c) Siconsumio alcohol en ayunas, a las 4hs de haberlo hecho ése encuentra en condiciones
para manejar?

Comenzamos recordando conceptos como la definicion de funcién, dominio, imagen, funcion
real, modos de representacion y su clasificacion.

DEFINICION DE FUNCION

Sean X e 'Y dos conjuntos no vacios de numeros reales.

Una funcion de X en'Y es una regla o correspondencia que asocia a cada elemento de X
un unico elemento de'Y.

El conjunto X es el dominio de la funcion. Para cada elemento x en X, le corresponde un
elemento y de Y que es el valor de la funcion en x, o imagen de x. El conjunto de todas las
imdgenes de los elementos del dominio es el codominio, rango, conjunto imagen; o simplemente
imagen de la funcion.

X Y

Imagen

Observando el grafico podemos concluir que a cada punto del dominio X le corresponde uno
y sélo uno del conjunto imagen Y, pero existen puntos del dominio que tienen la misma imagen.
Ademas, no existen puntos en el conjunto dominio que no tengan imagen, en cambio hay puntos
del conjunto Y, que no son imagen de ningun elemento de X, por lo tanto:

Todos los elementos del conjunto X deben tener imagen. Luego el conjunto X coincide con el
Dominio de la funcion; sin embargo, puede haber elementos del sequndo conjunto que no son
imdgenes de ningun punto del conjunto X, entonces el Conjunto imagen de la funcion puede
coincidir con el conjunto Y, o ser un subconjunto de él.

Actividad N2 13

Observa las siguientes relaciones de A en B, y decide cuales son funciones. Justifica tu
respuesta.

L
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Algunas de las maneras para simbolizar que a cada x estd asociado un Unico y, son las
siguientes:

fix — y; obienx — f(x); obieny = f(x)

En nuestro curso adoptaremos la Ultima expresion, denominando a x variable
independiente, y a y, variable dependiente. La idea es que x toma valores libremente, mientras
gue y depende de los valores que toma x.

Consideremos la funcion definida por la ecuacion:
y=2x—-5 siendo1 <x <6

La expresidon 1 < x < 6 nos esta indicando los valores de x para los cuales y existe, siendo y
un numero real. Por lo tanto, el intervalo [1, 6], es el dominio de la funcidn dada. La expresion
y = 2x — 5, establece que a cada x del dominio se lo multiplica por dos y a ese valor se le
resta cinco, obteniendo como resultado el conjunto de nimeros reales que constituyen la
imagen de la funcion.

Para obtener este conjunto, utilizamos otra forma de expresar la funcién llamada expresion
tabular de la funcion.

x y=2x-15

[E

y=2:-1-5=-3

N N| W

6 y=26-5=7

Dom f = [1,6] (expresado como un intervalo cerrado)

Mientras que el conjunto {-3, ..., =2, ..., =1, ....3, ....,7} es el conjunto imagen de la funcidn
y representa el conjunto de valores que puede tomar la funcién para los valores dados de la
variable independiente. Lo podemos expresar como:

Imag f = [—3,—7] (expresado como un intervalo cerrado)

DETERMINACION DEL DOMINIO Y CONJUNTO IMAGEN DE UNA FUNCION

Con frecuencia, no se especifica el dominio de una funcidn, sélo se proporciona la ecuacion,
dejando a nuestro cargo la determinacién de los conjuntos dominio e imagen de la funcidn. Pero
écémo procedemos cuando sélo tenemos una ecuacidén que representa una funcién?

Veamos algunos ejemplos que nos ayudaran a encontrar esos conjuntos.
a) f(x) =x+5
b) f(x)=x2-2

o) f) ==
d) f(x) =v4—-3x
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Para la funcidn dada en el item a), vemos que la variable independiente x puede tomar
cualquier nimero real, y su imagen es un nimero real, por lo tanto podemos afirmar que tanto
el dominio como el conjunto imagen de esa funcidn coincide con el conjunto de los nimeros
reales.

En el caso de la funcién f(x) = x? — 2, la variable independiente x puede tomar cualquier
numero real, pero su imagen ya no coincide con el conjunto de los nimeros reales, puesto que
el exponente par, no permite que la expresién tome valores inferiores a —2. Por lo tanto
podemos concluir que mientras el dominio coincide con el conjunto de los nimeros reales, el
conjunto imagen se extiende desde —2 y hasta infinito.

En la tercera funcidn, se presenta un caso distinto puesto que la variable independiente estd
en el numerador, pero también en el denominador de esta expresidn algebraica fraccionaria.
Analizando esa ecuacion, podemos decir:

*|la x del numerador puede tomar cualquier nimero real.

*el denominador es una diferencia, que no puede tomar el valor cero, ya que la divisién por
cero es imposible. Entonces ¢cuales son los valores de x que debo excluir para que esa
expresidon sea un numero real? Has acertado, cuando x sea igual a 2 o —2, la diferencia del
denominador serd cero, y la expresién no tendra solucion dentro del conjunto de los reales.

Por lo tanto, el dominio es el conjunto de todos los reales, excepto 2 y —2, mientras que el
conjunto imagen son todos los reales.

La dltima funcion f(x) = V4 — 3x, nos propone otra dificultad. Se trata de un radicando
formado por una diferencia entre un nimero real y el triple de la variable independiente.
Sabemos que la raiz de indice par de un nimero negativo no existe dentro del conjunto de los
numeros reales; es decir que sdélo se obtiene un nimero real de ese radicando si 4 — 3x = 0.

Para encontrar los numeros reales que puede tomar la variable independiente x, debemos
resolver la inecuacion anterior. ¢ Recuerdas?

Comenzamos restando 4 a todos los miembros de la desigualdad 4 — 3x = 0.
4 —3x —4 = 0 — 4; resolviendo
—3x = —4 dividiendo por —3

x <

w b

Observa la ultima expresion équé ha cambiado? ¢ Recuerdas por qué? Si tienes dudas,
vuelve a releer en este apunte Inecuaciones.

Escribamos ahora los dominios y condominios de cada una de las funciones dadas.

a) fO)=x+5 Dom: (~00, ), Imag: (~<,0),
b) f0) = x* -2 Dom: (00, ), Imag: [~2,0),

) f) =55 Dom: (=0, ~2) U (~2,2) U (2,), Imag: (~<0,0),
o) fGx)=VE=3x Dom: [4/3, ), Imag: [0, )

Observacion: Si posees un graficador en tu PC o en tu calculadora, grafica estas funciones y
comprueba la veracidad de las afirmaciones anteriores.

Es muy habitual, utilizar graficos para representar situaciones de aplicacién que muestran
mas claramente la relacién entre x e y. Cuando la regla que define una funcién f estd dada
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mediante una ecuacidn en x e y, la grafica de f es la grafica de la ecuacidn, y por lo tanto el
conjunto de todos los puntos (x, y) del plano xy que satisfacen la ecuacién dada.

Para el ejemplo dado anteriormente la representacion grafica es la siguiente:

¥
8
7 /
6
5
4
3
2 >.....Conjuntd imagen: [—3, 7]
1
x
-4 -3-2-1 |0 1 3 i4 i35 i6 {7 8 910 1
—3
-2
~3fe / =
\ )
R

Conjunto dominio: [1, 6]

No todo conjunto de puntos en el plano xy representa la grafica de una funcién. Recordemos
que, para una funcién, cada nimero x en el dominio de f tiene una y sélo una imagen f(x). Por
lo tanto, la grafica de una funcidon no puede contener dos puntos con la misma abscisa y
diferentes ordenadas.

Para determinar si la grafica de una relacidn es una funcién, debe satisfacer el siguiente
criterio, llamado criterio de la recta vertical:

Un conjunto de puntos (x,y) en el plano xy representan la grdfica de una funcion, si y sélo
si, cualquier recta vertical interseca a la grdfica a lo sumo en un punto.

A continuacioén, te presentamos una actividad que contiene una serie de graficos para que
observes si representan o no, funciones.

Actividad N2 14

Dibuja para cada grafico una recta vertical que te permita decidir si el grafico es o no la
representacion de una funcion en el plano xy.

AY AY AY AY

| — g
X X X

INTERSECCIONES CON LOS EJES COORDENADOS

Los puntos, si los hay, en los cuales la grafica de una funcidn cruza los ejes de coordenadas
son llamados intersecciones.

La coordenada x de un punto en el cual la grafica cruza o toca el eje de abscisas es llamada
raiz o cero de la funcion.
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La coordenada y de un punto en el cual la grafica cruza o toca el eje de ordenadas es llamada
ordenada al origen.

Para encontrar las intersecciones- x, si las hay, de la gréfica de una ecuacién, se debe igualar
la y a cero en la ecuacidn y resolver.

Para encontrar las intersecciones-y, si las hay, de la grafica de una ecuacion, se debe
reemplazar x por cero en la ecuacion y resolver.

Veamos un ejemplo. Seay = x? —1.

Intersecciones Forma analitica Forma grafica

Hacer y = 0, o sea

Interseccién con el eje x 0 = x? — 1; despejando: \
Raices o ceros de la funcion x?=1 e J
x =41

Hacer x = 0, o sea

Interseccién con el eje y y = 0 — 1; despejando

Ordenada al origen y=-1

INTERVALOS DE POSITIVIDAD Y NEGATIVIDAD DE UNA FUNCION
Sea Dy el dominio de definicién de la funcién f, definimos:
v P= {x/x € Dr A f(x) > 0} Intervalo/s de positividad de f.
v N= {x/x EDr A f(x) < 0} Intervalo/s de negatividad de f.
Para ver cdmo hallar dichos intervalos veamos algunos ejemplos:
Ejemplol:Sea y = 2x — 3
Para hallar los intervalos de positividad de f procedemos analiticamente asi:
i) Planteamos la desigualdad de la definicion de P.
2x—3>0
ii) Resolvemos la inecuacion.

2x >3

3. p (3 )
— =|— o0
X =5= 2’
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De manera similar, para hallar los intervalos de negatividad de f:
i) Planteamos la desigualdad de la definicion de N
2x—3<0
ii) Resolvemos la inecuacion

2x <3

3
X <—:N=(—00,§)
2 2

Ejemplo 2: Seay = x? — 2

Supongamos ahora que queremos hallar los intervalos de positividad y negatividad de la
funcién. Empezamos por la representacion grafica:

-5 -4 -3 -2 N1 o} 2 3 4 5
-1
En la grafica vemos que la interseccién con el eje de abscisas ocurre en x; = —V2y x, = /2.
Luego:
N = (—V2,v2)

P =(—00,—V2) U (V2,)

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Consideremos la grafica de una funcién como la siguiente:

y

A

Si la recorremos de izquierda a derecha, se observara que en algunas de sus partes sube, en
otras, baja y en otras permanece horizontal (paralela al eje de abscisas). En tales casos, decimos
que la funcidn es creciente, decreciente y constante, respectivamente.
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¢Dénde es la funcién dada creciente, decreciente y constante? Para responder a esta
pregunta determinamos intervalos sobre el eje de abscisas. De este modo, podemos decir:

Intervalo de crecimiento: (—o0,0) U (4,7)
Intervalo de decrecimiento: (0,3)

Intervalo constante: (3,4)

FUNCIONES ELEMENTALES

Hemos trabajado con las ecuaciones y los graficos de funciones. Algunas de ellas son muy
utilizadas y reciben nombres especiales de acuerdo con sus caracteristicas.

1. Funcién polindmica de primer grado o funcion lineal

La expresion analitica de estas funciones es un polinomio de primer grado, es decir, una
expresion del tipo:

y=mx+b conmbeRym=*=0

En esta expresion:
e meslapendiente
e b eslaordenada al origen

Observacion: Esta funcion también suele denominarse funcién afin, dejando el nombre de
funcién lineal a aquella donde b = 0, es decir, y = mx. Nosotros nombraremos indistintamente
a una y otra como funcion lineal.

Este tipo de funciones se caracterizan porque la variacién (o incremento) de la variable
dependiente es directamente proporcional a la variacién (o incremento) de la variable
independiente, caracteristica de gran valor para describir distintos tipos de fendmenos que son
muy usuales.

Cuando una funcién es de este tipo se dice que la variable y depende linealmente de la
variable x. El motivo es que la grafica de esta funcion es siempre una linea recta no vertical.

}/'

y=mx+Db

/ x

Analicemos cada uno de los pardmetros que aparecen en su ecuacion:
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= el coeficiente m del término lineal se denomina pendiente de la recta, pues es una
medida de la inclinacién de la misma, e indica la variacién de la funcién por cada unidad
gue se incrementa la variable independiente x.

= el término independiente b se denomina ordenada en el origen y sefiala la ordenada del
punto donde la funcidn corta al eje y, puesto que es el valor que toma la funcién cuando
X es igual a cero.

Hemos estudiado el Dominio y el Conjunto Imagen de distintas funciones. Esta caracteristica
resulta muy importante para cuando la ecuacion de la funcién lineal describe un fendmeno a
describir. éRecuerdas como lo hicimos?

Observemos la ecuacién de una funcién lineal y pensemos écuales son los valores del
conjunto de los niumeros reales que puede tomar la variable independiente x, para los cuales la
funcién toma un valor real?

Tanto el Dominio como el Conjunto Imagen de una funcidn lineal coinciden con el conjunto
de los nimeros reales.

Observemos ahora, la representacion grafica de funciones lineales, donde el valor de la
pendiente es positivo y otro donde la pendiente toma un valor negativo, y notemos algunas
caracteristicas importantes de cada una de ellas.

y y

/ x
/ <

v

Sim>0 Sim<0
Por cada unidad que se incrementa x Por cada unidad que se incrementa x la
la funcién crece m unidades funcién decrece m unidades
Funcion creciente Funcion decreciente

Veamos algunos ejemplos numéricos que presentan esas caracteristicas:

f(x) = 2x + 3; Pendiente m = 2; funcidn creciente, por cada unidad que se incrementa x la
funcién crece dos unidades. Esto puede expresarse a través de los siguientes
valores en los que es evaluada la funcién.

x=0->f(x) =3
g x=1->fkx) =5 D
g x=2->f(x) =7 D

g(x) = —2x + 1; Pendiente m = —2; funcién decreciente, por cada unidad que se incrementa
x la funcion decrece dos unidades. Esto puede expresarse a través de los
siguientes valores en los que es evaluada la funcién.

x=0->gkx) =1 D

x=1->gkx)

I
A
N/

x=2->gkx) = -3
53



Funcién constante: es una funcidn lineal especial donde m = 0.

y =k conkeR
}.r.il

}.l' = k

>
0 x
Su grafica es una recta paralela al eje de las abscisas, cuya ordenada es k. Su dominio es el

conjunto de todos los reales, su Conjunto Imagen esta formado por un Unico niumero real k.

Funcién identidad: es una funcion lineal especial donde m = 1y su ordenada al origen b = 0.

y=x conkelR

yA

<2
Il
=

0 X

Su gréfica es una recta con pendiente m = 1 y ordenada al origen b = 0. Su dominio y su
Conjunto Imagen es el conjunto de todos los nimeros reales. La recta consta de todos los puntos

para los cuales el valor de la abscisa es igual al valor de la ordenada. Es una funcidn creciente en
todo su dominio.

2. Funcién polinédmica de segundo grado o funcién cuadratica

Es una expresion del tipo:
f(x)=ax*+bx+c o y=ax?*+bx+c cna#0

Su grafica es una curva llamada pardbola.

Eje de simetria
-4 -2 [u] 2 4

_.|v(0,0)

La pardbola representada es centrada, puesto que su vértice V (0, 0) coincide con el origen
de coordenadas. Puede ocurrir que su vértice no coincida con el origen del sistema de
coordenadas en cuyo caso decimos que es una pardbola descentrada, con V (h, k), donde hy k
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son las coordenadas x e y del vértice.

P e ——

V(2,-6)

h =2

Analicemos los elementos y puntos notables en los siguientes graficos.

5
e Dom (—o0, )

e Img (k, )

e Intervalo de crecimiento (h, )

e Intervalo de decrecimiento (—, h)
e Ejedesimetriax =h

k e El| vértice es un minimo de coordenadas
(h, k)

h e Lafuncidn es concava hacia arriba

e Dom (—o0, )

ko-mmooos . Img (=0,l)
/L\ . ¢ Intervalo de crecimiento (—oo, h)

e Intervalo de decrecimiento (h, )

e Ejedesimetriax =h

e El vértice es un maximo de coordenadas
(h, k)

e La funcidn es cdncava hacia abajo

Férmula:

y=ax?+bx+c
N {Si a > 0,la parabola esta abierta hacia arriba (concavidad positiva)
Sia <0,laparabola esta abierta hacia abajo (concavidad negativa)

X =

Coordenadas del vértice: 2a

y=f(

— 2—) (sustituimos el valor de x en la funcion)
a
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Puntos de intersecciéon con los ejes:

e Ejex —» y = 0. lgualamos a cero la ecuacién de la funcion, y resolvemos aplicando:

—b +Vb?% — 4ac
12 = 2a

De acuerdo al signo de la discriminante (b? — 4ac); pueden resultar tres casos:
A= b? — 4ac > 0 - dos raices reales distintas.
A= b? — 4ac = 0 - una Gnica raiz real.

A= b? — 4ac < 0 - no tiene raices reales.

e Ejey » x =0 — y = c.Punto de interseccién de la funcién con el eje y: (0, c)

De acuerdo con las caracteristicas de los ceros de la funcidn, las graficas son de la siguiente
forma general:

7 7 7

(le 0)

A=0 - (x,0 A< 0 — nointerseca al eje x
(x2,0) (. 0) ’

A>0 —>{

Caracteristicas de la funcion

— Dominio. Por ser una funcidn algebraica entera, su dominio coincide con el conjunto de
los nimeros reales Dom = R = (—o0, o)

— Conjunto imagen. Considerando que el par (h,k) representan las coordenadas del
vértice resulta:

v’ sisu concavidad es positiva, Imagen: [k; ).
v sisu concavidad es negativa, Imagen: (—oo; k].

— Crecimiento, decrecimiento, maximo y minimo. Presentan siempre una rama creciente
y otra decreciente, por lo tanto, presentara:

v"un maximo si la concavidad es negativa

v"un minimo si la concavidad es positiva

Anadlisis de los coeficientes para la graficacion de parabolas

Para graficar una parabola sin formar un cuadro de valores, o reconocer su grafica a partir de
la ecuacidn, observaremos las siguientes condiciones en sus parametros.

DadalafunciSny =ax?+bx+c
— El signo de a (coeficiente del término cuadratico) indica el signo de la concavidad:
e a positiva = concavidad positiva

e a negativa = concavidad negativa.
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— El valor absoluto de a indica si las ramas de la parabola estdn mas cerca o mas alejadas
del eje de ordenadas. Mientras mas grande sea a (en valor absoluto), mas se cierran las

ramas de la parabola hacia el eje de simetria.

— El valor de ¢ (término independiente) marca el punto donde la pardbola corta al eje de

las ordenadas.

— Siay b tienen distinto signo la parabola se desplaza a la derecha; y si tienen igual signo,

la pardbola se desplaza hacia la izquierda.

’a
' 1
L > oy =-x?-2
I
2 o= 1
2
— 2 n] X
y = 2x°—2 S "y _ 0 F] 4
a=2
Daday = ax? + bx + ¢, donde
a, b y c son parametros
conocidos.
si
a negativa — concavidad hacia abajo c determina el punto de
a positiva — concavidad hacia arriba interseccion de la funcién con y
1 < |a| ramas mas cercanas al eje de simetria
1 > |a| ramas mas alejadas del eje de simetria.
A\ 4

ay b, igual signo — desplazamiento a la izquierda
a y b, distinto signo — desplazamiento a la derecha

3. Funcidén exponencial

Hasta ahora hemos estudiado potencias pertenecientes a distintos campos numéricos:

— Potencias de exponente natural: a” =aaaa ---a;conn € N
S~—_——_—_——

n veces

— Potencias de exponente nulo: a® =1 (a # 0)

. ) _ 1
— Potencias de exponente entero negativo: a™ " = —conne N, (a # 0)

— Potencias de exponente fraccionario: a™™ = Ya™ conm € Zyn € N
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Conocemos dos propiedades basicas de potenciacién:
— qMg™ = gmtn
- (@)™ =a""conn,m€Q

Es posible dar sentido a expresiones tales como 27, 3‘/Ey estimar su valor a partir de una
aproximacién del exponente irracional. Las propiedades antes mencionadas se extienden para
el caso en que n y m son numeros reales cualesquiera.

Con esto, podemos definir la funcién exponencial.
Dado a > 0, llamamos funcion exponencial de base a a la funcién definida por: f(x) = a*
Su comportamiento es muy distinto segiinseaa > 1,0 bien,0 <a <1

Nota: Excluimos la base a = 1, ya que esta funcidn es tan sélo la funcion constante f(x) = 1* =
1. También debemos excluir las bases negativas, ya que de lo contrario tendriamos que excluir
muchos valores de x del domino como x =1/2 o x = 3/2, etc. Con lo cual tendriamos
(—2)/?; (=2)3/2, etc.; que no existen en el conjunto de los nimeros reales.

Analisis de la funcion exponencial

1. Labasees:a>1 Ejemplo: y = 2*
¥y
a8
y=2? x | y=2*
.
13 / -3 0,125
5 / -2 0,25
4 -1 0,5
3
—-0,5 0,707
2
0 1
— ’ 2 4
r¢ -7 - -5 -4 -3 -2 711 a 1 2 3 4 5 [ 7
-1

e El dominio de f(x) es el conjunto de los numeros reales (R).

* El conjunto imagen de f(x) es el conjunto de los niumeros reales positivos (R*).
e El grafico de f(x) no corta al eje x por lo tanto no presenta ceros.

* El grafico de f(x) interseca al eje y en el punto (0,1).

¢ El eje x es una asintota horizontal al grafico de f(x).

e La funcidn f(x) es estrictamente creciente sia > 1.

¢ Intervalo de positividad: Teniendo presente que la base de la potencia es un ndmero real
positivo independientemente del exponente que se considere, nunca seria posible obtener una
potencia negativa por la definicidn misma de potenciacién, por lo que la funcién toma valores
positivos en todo el dominio.

¢ Intervalo de negatividad: Considerando lo indicado para intervalo de positividad deducimos
que la funcién no toma valores negativos en ningun valor del dominio, por lo que el intervalo de
negatividad no existe.

Cuando x se hace cada vez mas grande, la funcién se hace mas grande y cuando x se hace
cada vez mas pequefa también lo hace la funcion y se acerca cada vez mas a cero.
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2-labasees:0<a<1 Ejemplo: y = G)x

<
Il
——
o
—

q -2
3 -1
z -0,5 0,707
~— x 0 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 2 0'25

¢ El dominio de f(x) es el conjunto de los numeros reales (R).

* El conjunto imagen de f(x) es el conjunto de los nimeros reales positivos (R*).
e El grafico de f(x) no corta al eje x por lo tanto no presenta ceros.

* El grafico de f (x) interseca al eje y en el punto (0,1).

* El eje x es una asintota horizontal al gréfico de f(x).

e La funcidn f(x) se estrictamente decrecientesi0 < a < 1.

e Intervalo de positividad: Teniendo presente que la base de la potencia es un ndmero real
positivo independientemente del exponente que se considere, nunca seria posible obtener una
potencia negativa por la definicidn misma de potenciacién, por lo que la funcién toma valores
positivos en todo el dominio.

¢ Intervalo de negatividad: Considerando lo indicado para intervalo de positividad deducimos
que la funcién no toma valores negativos en ningun valor del dominio, por lo que el intervalo de
negatividad no existe.

¢ Pasa por los puntos: (0,1) y (1, a).

Desplazamientos de la funcién exponencial

Tomemos la funcidn tipica, que es f(x) = 2%, pero si el exponente es negativo, se obtiene la
funcién exponencial cuya base es 0 < a < 1, como vemos en la grafica.

5
X
8 2

Y:(%x 7 -
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Ahora modificaremos el exponente, sumandolo o restandole un nimero. Por ejemplo: y = 2*¥71,

x y=2* | y=2%1

74 Yo 2%
) / -2 0,25 0,125
5 / -1 0,5 0,25
— ox—1

TR / """"" =2 0 1 0,5
3
. 1 2 1

2 4 2

Observando esta tabla, vemos que la imagen de la funcién a la que le hemos restado uno al
exponente es la mitad de la tipica funcién exponencial, es decir, la funcién y = 2*.

Si ahora en cambio la funcién exponencial es y = 217,

5y
\ x y=2* |y=21>*
Y 2X 3 1—
=T\ Jy =2 -2 0,25 8
\ /
-1 0,5 4
2

0 1 2

1 2 1

- ] 2 4 0,5

) -3 -2 -1 0 1 2 3

Finalmente, lo que vamos a hacer es sumarle o restarle un nimero a la funcién tipica. Por
ejemplo:

0

_zx/
/
/!

o Y=t 2

-4 -3 -2 -1 o 1

<

%

<
I

Y
/ <
|
-
|
N
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Funcidn exponencial natural

Ya sabemos que cualquier nimero positivo y distinto de uno puede ser base de una funcién
exponencial, pero algunas bases se utilizan con mayor frecuencia. En general las bases mas
utilizadas son: 2, 10 pero la mas usada para aplicar en problemas de la naturaleza es la funcion
exponencial que tiene por base un ndmero irracional que es el lamado nimero e, cuyo valor es
2,718281 ...., por lo que es un numero irracional de infinitas cifras decimales.

La funcidon exponencial natural es: f(x) =e*, su uso es tan frecuente que ha sido
incorporado a las calculadoras como un caso especial de la funcién exponencial.

Ejemplo: Un elemento radiactivo que decae en su crecimiento después de un tiempo t satisface
la férmula f(t) = 60.27%02t donde t se mide en afios.

a) ¢Cual es la cantidad de este elemento al inicio del proceso?
b) ¢Qué cantidad queda después de 500 afios?
Solucién:
a) Elinicio del proceso sera cuando t sea igual a cero, por lo tanto:
f(0) =60.2° - f(0) =60
b) Ahorasit = 500 afios
f(500) = 60.27902:500 _, £(500) = 30

4. Funcion logaritmica

Si a es un numero positivo y distinto de 1 podemos definir a la funcién logaritmica como:

y=1log.,x

Recordemos que a es la base del logaritmo, x es el argumento del logaritmo.

Analisis de la funcion logaritmica

1- Labasees:a>1 Ejemplo: y = Inx
¥
3
y=inx
2
/’—_/.——"
/
1 ,//
el
>
o] 1 2 3 4 5 4] K
/
. //
1

Recordemos que, en este caso, el dominio de la funcién exponencial y = e* es (—o0, ©) y su
imagen es (0, o). La funcién logaritmica y = Inx es la funcién inversa de la funcidn exponencial
y = e”*. Luego, el dominio de la funcidn logaritmica sera la imagen de la funcién exponencial, y
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la imagen de la funcién logaritmica sera el dominio de la funcién exponencial. Generalizando y
resumiendo:

FUNCION LOGARITMICA
y=logx

Dom f:(0,00) =R

Dom f:(—o0,0) =R

FUNCION EXPONENCIAL
y=a* cona>1 cona >1
Dom f:(—o0,0) =R

Im f:(0,00) =R

e El grafico de f(x) interseca al eje x en el punto (1,0).
* El eje y es una asintota vertical al grafico de f(x).
e La funcidn f(x) es estrictamente creciente.

¢ Intervalo de positividad: Teniendo presente que la gréfica de la funcion cortaalejexenx =1
este intervalo es (1, ).

¢ Intervalo de negatividad: Considerando lo indicado para intervalo de positividad deducimos
que la funcién toma valores negativos en (0,1).

2- labasees:0<a<1 Ejemplo: y = logix
2

1

5

X

Q

/2

4

3

Comparando con la funcién exponencial de igual base que la logaritmica (es decir, su inversa):

FUNCION EXPONENCIAL
y=a* con0<a<l1
Dom f:(—o0,0) =R
Im f:(0,00) =R

y:

FUNCION LOGARITMICA
log x con0<a<1
Dom f:(0,00) =R

Dom f:(—o0,0) =R

e El grafico de f(x) interseca al eje x en el punto (1,0).

* El eje y es una asintota vertical al grafico de f(x).
e La funcion f(x) es estrictamente decreciente.

¢ Intervalo de positividad: Teniendo presente que la grafica de la funcion cortaalejexenx = 1
este intervalo es (0,1).

¢ Intervalo de negatividad: Considerando lo indicado para intervalo de positividad deducimos
gue la funcién toma valores negativos en (1, ).
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Desplazamientos de la funcion logaritmica

Vamos a bosquejar la grafica de y = —log x, basdndonos en la grafica de y = log x.
Basicamente cambiamos el signo a los resultados de la tabla de valores de la funcidon y = log x
para obtener:

1 y=logx
\ ——
4_——-—-—-—_-
-

\ // :
4] 1 2 3 4 5 5] 7

/ T~
[ o

) |

Veamos otro ejemplo: obtengamos y = log(—x); a partirde y = log x.

Para ello simplemente reflejamos la grafica de y = log x respecto del eje de ordenadas,
para obtener la gréfica buscada.

y=1og(=x) y=logx
o o
"—-_._\ // .
4 -3 -2 -1 0 1 2 3
™\ /

Finalmente analicemos el caso de algunas traslaciones de la graficade y = log x

La grafica de y = log(x — 2) se obtiene a partir de y = log x; rasladandola dos unidades
hacia la derecha.

y=tlog(x-2)
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Enelcasodey = 2 + log x |a traslacién es en sentido vertical:

¥
5]

2+

log x

64



(Mooo DE RESUM@(M
11 = GUNQONES) r6b
| [ovoron | [orocen J [ w0 [romee

‘f(x) ax’+bx+c f(l)za '\_Ioga

( a+0 ) l ’/_IH
i m ( a>0 a # })
—-Eremente si m>ﬂ PR L

a>1 p=w a>1

'R

—
1

..\\

(T

m: pendiente
b ordenada al origen

IFuncnon |dent|dadﬁ\ a>0 ~N
m=1

|0<a<17'\l‘ T "A—_\

65



ISISTEMA DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

SISTEMA DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
ECUACION DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

Una ecuacion lineal en dos variables es una ecuacidn del tipo
ax+by+c=0 cona,b,c €ER
Supongamos que queremos encontrar todas las parejas de nimeros cuya suma sea cuatro.

Sin duda existen infinitas soluciones para esa ecuacidn, pero todas estan relacionadas
mediante la ecuacién: x + y =4;conx,y €ER

Algunos pares de valores son los siguientes:

x=2ey=2;
x=3ey=1;
x=4ey=0;--

Es decir, que el conjunto solucidn de esta ecuacidn podemos escribirlo como:
S = {(ZIZ)F (3i1): (4,0), }, (o] bien:
S={(x,y)/(x,y) ERax+y=4}

Si representamos estos valores en un plano xy, resulta:

g

[ I % B =S & e M|

Conclusidn: Una ecuacién de primer grado con dos incégnitas tiene infinitas soluciones que,
representadas graficamente en un sistema de coordenadas cartesianas, determinan una recta.
Cualquier punto de la misma es una solucidn de la ecuacién, y reciprocamente, toda solucién de
la ecuacidn corresponde a un punto de la recta.

SISTEMA DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Se llama sistema de ecuaciones de primer grado, a un conjunto de igualdades algebraicas en
las que aparece una o varias incdgnitas elevadas a la potencia uno. Cada una de estas ecuaciones
lineales, o de primer grado, tiene laformaax+by+cz+-- =k, donde qa, b, c, -+, son los
coeficientes de la ecuacioén; x, y, z, --+; las incégnitas o variables, y k el término independiente
(valor constante).
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Los sistemas en los que el nimero de ecuaciones coincide con el de las incégnitas se
denominan cuadrados. Un caso particularmente interesante de sistemas cuadrados es el de dos
ecuaciones con dos incégnitas, que adopta la forma general siguiente:

{alx + bly = k1
a,x + bzy = kz

Resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, significa hallar los valores de las
incégnitas que verifican ambas ecuaciones en simultaneo. Es decir, consiste en encontrar la
interseccién de los conjuntos solucién de ambas ecuaciones.

Si, dado el sistema de ecuaciones anterior, S es el conjunto solucién de a;x + b;y = kq; y
S, es el conjunto solucién de a,x + b,y = k,; entonces S = §; N S, es la solucion del sistema.

A un sistema de ecuaciones de primer grado también puede llamdrselo sistema de
ecuaciones lineales

TIPOS DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En el andlisis de un sistema de ecuaciones lineales se pueden presentar varios casos:
= Si el sistema tiene solucién, y ésta es Unica, se denomina compatible determinado.
® Cuando presenta varias soluciones posibles, es compatible indeterminado.

® Si no tiene solucidn, se denomina incompatible.

SOLUCIONESDE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

No tiene
solucién

Tieneunao mas
soluciones

‘ COMPATIBLE ‘ INCOMPATIBLE

.

Solucion tnica Infinitas soluciones

DETERMINADO ‘ ‘ INDETERMINADO

Actividad N2 15

1. Completa la siguiente tabla:

Ecuacion Coeficiente de x Coeficiente de y Término independiente
3x+y=2
—x+2y=4
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2. Escribe algebraicamente mediante una ecuacidn con dos incdgnitas los siguientes
enunciados:

a) Lasuma de dos nimeros es 54.
b) Un boligrafo cuesta el doble que un lapiz.
c) El perimetro de un rectangulo es 30.

d) Losnumeros x,y, 2y 3 forman una proporcion.

3. Comprueba si los siguientes valores de x e y son solucién de las siguientes ecuaciones:
a) x=0,y=2enlaecuaciéon 3x + 7y = 14.
b) x =1,y =3enlaecuacidn —2x + 5y = 3.

4. Parax = 1, halla el valor de y en la ecuacion 2(x + 3)y = 3.

5. Paray = —3, halla el valor de x en la ecuacion 5(x — 1) + 2(y — 2) = 5.

6. ¢Puedes obtener dos soluciones distintas para 9x — 4y = 1? En caso afirmativo resuelve y
justifica.

7. La recta que resulta de representar graficamente las soluciones de la ecuacién 2x — 3y =
11, pasa por el punto:

a) (0,—4) b) (4,~1) o) (1,—4) d (0,5)

Ahora bien, dos sistemas de ecuaciones lineales que tienen las mismas soluciones son
equivalentes. En la nocidon de equivalencia se basan las principales técnicas algebraicas de
resolucidon de estos sistemas, que persiguen convertirlos en otros cuya resolucion sea mas
sencilla.

Recordemos cémo resolvemos un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas.

METODOS DE RESOLUCION DE UN SISTEMA LINEAL DE DOS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS

Existen distintos métodos que no permiten resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas.

METODOS DE RESOLUCION

Meétodos
algebraicos o
analiticos

Método Grafico

Consiste en graficar las rectas que Método de:
determinan cada una de las - Sustitucion
ecuaciones del sistema. - Igualacién

La solucién esta dada por las
coordenadas de los puntos que
pertenecen a ambas rectas.

- Reduccién por suma o resta
- Determinantes
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METODO GRAFICO

Dado un sistema de ecuaciones lineales de dos por dos, como el siguiente:

{alx + by =k
azx + bzy = kz

Cada ecuacion en el plano, como vimos, corresponde a una funcién que tiene por grafica una

recta. Las dos rectas pueden ocupar las siguientes posiciones relativas:

a)

N

Yo

b) c)

------ s /

a)

b)

/:Xo\x - " -

S = {(x0 y0)} S = {(xo; mxo + b)} S=1{}

Se cortan en un punto. En ese caso la solucidn del sistema es el punto comun de ambas
rectas o punto de interseccion: P(xy, Vo), que expresamos como el conjunto soluciéon S =
{(x0,¥0)}. El sistema se llama compatible determinado y tiene solucidon unica.

Son rectas coincidentes, en cuyo caso hay infinitos puntos comunes que representan las
infinitas soluciones del sistema. Para cada valor de x,, la y toma el valor que corresponda
segun la ecuacion de la recta, es decir yo = mxq + b. El sistema se llama compatible
indeterminado y la solucidn esta dada por S = {(xy; mx, + b)}.

Las rectas son paralelas (aunque toda recta es paralela a si misma, en todos estos casos
consideraremos las rectas paralelas no coincidentes, salvo que se aclare lo contrario) y no
se cortan, es decir, no tienen puntos comunes. Por lo tanto, no tiene solucion, o bien, el
conjunto solucién S es vacio: { }. El sistema se llama incompatible.

Ayudémonos de algunos ejemplos para recordar los métodos de resolucion propuestos.

Ejemplo 1: Dado el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, encontremos
su solucion mediante el método grdfico.

{3x -y=1
x+y=3
Despejando y en cada una de las ecuaciones,

{y =3x—1

y=—-x+3
Graficamente:

~ =¥
T 9 O § yi=3x—-1
/
-7-5-5-4-3-:-1;{1: P A
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Al representar las rectas, vemos que se intersecan en un solo punto (1,2), por lo tanto, el
sistema de ecuaciones lineales propuesto es compatible determinado con una solucion tnica:

S={(1,2)}.

Ejemplo 2: Dado el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, encontremos
su solucion mediante el método grdfico.

3x—y=1
1 1
¥T3Y 73
Despejando y en cada una de las ecuaciones,
y=3x—-1
3(-3)
= X — —
Y 3
—
4 =3x =1
Y
5 -3 /x __E\
1/ y==\*"3)
-7 -6 -5 -4 -3 2 -1 1 2 3 4 5 4] 7}c
-1
3
-4
i -5

Al representar las rectas, resultan coincidentes, por lo tanto, el sistema de ecuaciones
lineales propuesto es compatible indeterminado con infinitas soluciones.

Ejemplo 3: Dado el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, encontremos
su solucion mediante el método grdfico.

{ Ix—y=1
Ix—y=-2
Despejando y en cada una de las ecuaciones,
{y =3x-1
y=3x+2
512
y =i3x — 1

177

9
I
[}
(€8]
l_
o]
o
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Al representar las rectas, resultan paralelas no coincidentes, por lo tanto, el sistema de
ecuaciones lineales propuesto es incompatible y no tiene solucién.

METODOS ANALITICOS

Desarrollaremos a continuacion los cuatro métodos utilizados con mas frecuencias para
la resolucion de sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas.

*Método de sustitucidn: esta técnica algebraica, para resolver un sistema de dos ecuaciones
con dos incdégnitas, consiste en despejar una incégnita en una de las ecuaciones y sustituirla
en la otra. Asi, se obtiene una sola ecuacién con una incégnita. Una vez obtenido el valor de
esta incégnita, se sustituye su valor en cualquiera de las ecuaciones del sistema, inicial para
calcular el valor de la otra incégnita. Resolvamos el mismo sistema propuesto
anteriormente, pero utilizando el método de sustitucion.

{3x—y:1 (D
x+y=3 (2)

Recordemos que debemos despejar una de las variables, en una de las ecuaciones, éite
parece que despejemos y de la ecuacién (1)?

y=3x—1 (3)
Sustituyamos ahora el valor obtenido para y en la ecuacién (2):
x+@Bx—-1)=3

Resolvemos ahora la ecuacion de primer grado con una incégnita que nos ha quedado y
resulta:

4x —1=3
4x =4
x=1
Reemplazando ahora el valor obtenido de x en (3), por ejemplo,
y=31-1
y=2

Comprueba que hubieses obtenido el mismo valor para x e y si despejas una de las variables
x oy en la ecuacidn (2), y procedes de la misma manera.

*Método de igualacion: Este método consiste en despejar la misma incdgnita en ambas
ecuaciones e igualar las expresiones resultantes. Se resuelve la ecuacidn de primer grado
con una incégnita obtenida y se sustituye este valor en las ecuaciones iniciales.

Resolvamos el mismo sistema propuesto anteriormente, pero utilizando el método de
igualacion.

3x—y=1

x+y=3

Recordemos que debemos despejar una de las variables, ite parece que despejemos y en
ambas igualdades?,

{y=3x—1 (D
y=—x+3 (2)
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Podemos observar que los primeros miembros de ambas ecuaciones son iguales (ambos son
y), por lo tanto, los segundos miembros también son iguales entre si, lo que nos permite escribir:

3x—1=—-—x+3

Resolvemos ahora la ecuacion de primer grado con una incégnita que nos ha quedado y
resulta:

4x—1=73

4x = 4

x=1

Reemplazando el valor de x en (1) por ejemplo,
y=31-1

y=2

Comprueba que hubieses obtenido el mismo valor de y si reemplazas el valor de x en la
expresion (2).

*Método de reduccion por sumas y restas: la tercera técnica algebraica de resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales consta de los siguientes pasos:

v Se multiplican o dividen los miembros de las dos ecuaciones por los niUmeros que
convengan para que una de las incégnitas tenga el mismo coeficiente en ambas.

v Se suman (o se restan) las dos ecuaciones resultantes, con lo que se elimina una
incégnita.

v Se resuelve la ecuacién con una incégnita obtenida, y se sustituye su valor en
cualquiera de las ecuaciones iniciales para calcular la otra incégnita.

Resolvamos el mismo sistema propuesto anteriormente, pero utilizando el método de
reduccion.

{3x—y=1 (D
x+y=3 (2)

En este caso bastara multiplica por tres la segunda ecuacién para igualar los coeficientes de
x. El sistema, equivalente al dado, tiene las mismas soluciones.

{3x—y=1
3x+3y=9

Restando miembro a miembro las ecuaciones obtenidas, podremos cancelar la variable x con
su coeficiente y obtenemos:

3x—y—3x—-3y=1-9

por propiedad cancelativa:

-y—3y=1-9
Resolviendo:
—4y = -8
dividiendo ambos miembros por — 4;
y=2
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Para calcular el valor de x puede aplicarse nuevamente el método, o simplemente sustituir este
valor encontrado en una de las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, reemplazando en la
ecuacién (2) y por su valor dos, resulta:

x+2=3

y resolviendo la ecuacion lineal resultante:

x=1
Como ves, hemos obtenido la solucion del sistema: § = {(1,2)}

Para completar nuestro estudio te proponemos las siguientes actividades, a fin de investigar
si existen otras maneras de resolver este sistema, pero con un procedimiento distinto.

— Si hubieras dividido por tres la primera ecuacion, ¢hubieras obtenido coeficientes iguales
en x para poder aplicar este método?

— Si hubieras sumado miembro a miembro estas expresiones, éhabrias logrado reducir una
de las incdgnitas?

Resuelve y justifica tus respuestas.

*Método de determinantes: Antes de comenzar con la aplicacion del método para la
resolucidn del sistema de ecuaciones, recordemos algunos conceptos importantes.

Sia, b, cyd son cuatro nimeros reales, dispuestos de la siguiente manera:
a b
A= |
c d
Recibe el nombre de determinante de dos por dos el nimero que resulta de resolver a d —
b c, lo que podemos esquematizar de la siguiente manera:

A= |Ccl Z|:ad—bc

Evaluemos por ejemplo el siguiente determinante:

a=] 7
A=31-6(=2)
A= 15

¢Estas de acuerdo con ese resultado? Los elementos a y b, pertenecen a la primera fila del
determinante dado, y los elementos c y d a la segunda.

Son elementos de la 12 columna a y ¢, y de la segunda, by d.

En el siguiente esquema, se visualiza lo dicho:

columna columna
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¢Como se aplican estos conceptos de determinantes en la resolucion de un SEL?

Dado un sistema de ecuaciones lineales (SEL) 2x2 (dos ecuaciones con dos incdgnitas) como
el siguiente:
ax+ by =k
{azx + by =k,

Se forma el determinante del sistema con los coeficientes de las incégnitas ordenados, y
completando con ceros cuando falte alguno. Llamamos a este determinante A.
a; by

A= a, b,

Es decir que:

=La fila 1 corresponde a los coeficientes de la ecuacion 1.

=La fila 2 corresponde a los coeficientes de la ecuacion 2.

®La columna 1 corresponde a los coeficientes de la incégnita x.
=La columna 2 corresponde a los coeficientes de la incognita y.

Si este determinante es distinto de cero, el SEL es compatible determinado y por lo tanto
tiene solucién Unica.

A= a; by — a, b, # 0 = SEL compatible determinado (con solucidn unica)
Sabiendo que tiene solucidn, procedemos de la siguiente manera:

Se forman los determinantes de las incégnitas, Ax y Ay reemplazando la columna de la
incégnita correspondiente, por los términos independientes (k4, k,) y dejando la otra columna
sin modificar:

Paralax, es Ax = fy by =k, b, —k, b;
ka by
a; ky

Paralay,es Ay = =a, k,—kqya,
a; ky

Cada incégnita es igual al cociente entre su determinante y el determinante del sistema:

M
X=2Y=
En nuestro ejemplo:
{3x—y=1
x+y=3

El determinante A del sistema es:
13 “Y_aq1_1_1) =
A_|1 ) |_31 1(-1) = 4
A+ 0 — SEL compatible determinado

Sabiendo que tiene solucién, calculamos los otros dos determinantes:
11 Y g2 =
Ax_|3 1|_11 3(~1) = 4

Ay = ?{ §|=33—11=8
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Dijimos que cada incdgnita es igual al cociente entre su determinante y el determinante del
sistema:

Que es la soluciéon que ya conocemos S = {(1; 2)}

Actividad N2 16

Te proponemos que estudies la solucién del siguiente sistema, utilizando determinantes.

{—x+3y:5
2x — 6y =10

Justifica cada uno de tus resultados.

El siguiente cuadro resumen te sera muy util para decidir la compatibilidad del sistema,
utilizando determinantes.

SISTEMA DE ECUACIONES

v
v !

COMPATIBLE INCOMPATIBLE
Admite solucion No admite solucion

! '

l - graficamente las rectas

paralelas.
COMPATIBLE
indeterminado

COMPATIBLE
determinado

son

- Se cumple A= 0; Ax # 0; Ay # 0

'

- La solucién es unica

- Graficamente las
rectas se cortan en un
punto.

- Se cumple A+ 0.

'

- Tiene infinitas soluciones

- Graficamente las rectas son
coincidentes (todo punto de la
recta es solucion de ambas
ecuaciones)

-Secumple A=0; Ax =0y Ay =0

- Al resolver el sistema se llega a
expresiones tales como 0x =0
que es valida para todo valor de
X.

- Al resolver el sistema se llega a
expresiones tales como 0x = 8
aile no es valida nara ninarin valor

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Uno de los objetivos fundamentales de este curso, consiste en que seas capaz de reconocer
situaciones problematicas, formularlas mediante expresiones matematicas y resolverlas usando
los algoritmos correspondientes.

En todos los temas abordados has tenido la oportunidad de enfrentar situaciones
problemdticas, que resultan mucho mas ricas que la aplicacion mecdanica de un algoritmo,
ademads de ayudarte a desarrollar los criterios que necesitards en tu vida profesional.
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Al resolver un problema de esta unidad, deberas realizar el planteo de un sistema de
ecuaciones lineales que represente la situacién dada y luego resolver por el método que
prefieras. Para resolver problemas de SEL, después de asegurarte que comprendiste bien el
enunciado, es util seguir las siguientes pautas:

e |dentificar las variables (o incdgnitas) del problema, asocidndole un nombre a cada una.

e Plantear el problema, entendiendo su enunciado y convirtiéndolo en ecuaciones con
coeficientes, constantes y variables o incdgnitas.

e Analizar el tipo de sistema que se obtiene.
e Elegir un método de resolucidn (algebraico o grafico) y aplicarlo.
e Estudiar si las soluciones obtenidas son pertinentes en el contexto del problema.

e Comprobar las soluciones en las ecuaciones planteadas.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1: En un curso de 30 alumnos hay 2 varones mds que mujeres. ¢ Cudntos varones y
cudntas mujeres hay?

Identifiguemos las variables (o incognitas) que participan en esta situacion:
— Numero de varones, que podemos identificar con la variable y.
— Numero de mujeres, que nombraremos con x.

Con los datos que tenemos, podemos escribir las siguientes ecuaciones:

— El total de alumnos del curso es 30, lo que significa que la suma del nimero de
varones y mujeres es 30. De acuerdo con nuestras variables podemos escribir: x +
y = 30.

— Ademas, hay 2 varones mas que mujeres, es decir, n2 de varones = n? de
mujeres + 2; o bien, n2 de mujeres = n2 de varones — 2. Lo que se puede simbolizar
como:y = x + 2,0 bienx = y — 2. Agrupando las variables en el primer miembro,

escribimosy —x = 2, obienx —y = —2.
En virtud de las ecuaciones, escribimos el sistema ordenado convenientemente:
{x +y =30
x—y=-2

Estudiemos el sistema de ecuaciones para asegurarnos que es compatible, calculando el
determinante del sistema A:

A=|1 _11|=1(—1)—11=—2

A+ 0 (sistema compatible determinado)

El método elegido para resolverlo es determinantes, por lo tanto, calculemos Ax y Ay.

1300 1 gy v
Ax—|_2 _1|_30( 1) —(-2)1=-28
Ay=1 ig|:1(—2)—130=—32
_Mx_ 28 by a2
x= =gy =2 =26
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Recordemos que nuestro acuerdo fue: varones, identificados con la variable y; mujeres, con
x, por lo tanto, la respuesta obtenida es:

Respuesta: El nimero de varones del curso es 16, mientras que el de mujeres es 14.

Estudiemos las soluciones obtenidas para constatar si son pertinentes en el contexto del
problema.

De acuerdo con la situacion planteada el total de alumnos del curso es de treinta, es decir
que la suma del numero de alumnos varones y mujeres debe coincidir con él. Recurriendo a
nuestras respuestas, nimero de alumnos varones (16) mas nimero de alumnas mujeres (14) es
igual a treinta. Pero ademads debe verificarse simultdneamente que el nimero de varones supera
en dos al de mujeres, (16 — 14 = 2).

En simbolos, resulta:

x+y =230 six=14;y=16_){14+16=30
x—y=-2 14 -16 = -2

Hemos comprobado que los valores obtenidos verifican al sistema, por lo tanto, podemos
asegurar que nuestra situacidén problematica ha sido correctamente resuelta.
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| GEOMETRIA

GEOMETRIA

La Geometria, del griego geo, “tierra”; metrein, “medir”, es la rama de la Matematica que se
ocupa de las propiedades del espacio. En su forma mas elemental, la geometria se preocupa de
problemas métricos como el calculo del drea y didmetro de figuras planas y de la superficie y
volumen de cuerpos sélidos.

Para comenzar, es necesario que recordemos cuales son los conceptos considerados
primitivos, y los axiomas o postulados que satisfacen estos elementos geométricos y que se
aceptan sin demostrar.

PUNTO, RECTAY PLANO: RELACIONES FUNDAMENTALES

La geometria se basa en tres conceptos fundamentales o conceptos primitivos que se
aceptan sin definirlos y que forman parte del espacio geométrico, o sea el conjunto formado
por todos los puntos:

e Plano: se representa con una porcion del mismo y se lo designa con una letra griega.

e Punto: se representa con un pequefio punto y se lo designa con una letra de imprenta
minuscula.

e Recta: se representa con una porcién de la misma y se la designa con una letra de
imprenta mayuscula.

A

e T
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RELACIONES FUNDAMENTALES

Identificados los conceptos primitivos y sus respectivos simbolos, también es de suma
importancia, tener presente que existen relaciones fundamentales, que se sefialan con
simbolos especificos. A continuacion, repasamos los simbolos presentados en el primer médulo
para vincular un elemento con un conjunto o dos conjuntos entre si, puesto que nos serdn utiles
para relacionar los conceptos primitivos.

RELACION ENTRE UN ELEMENTO Y UN CONJUNTO RELACION ENTRE DOS CONJUNTOS
Se simboliza Significa Se simboliza Significa
a€A El elemento a pertenece al AcCB El conjunto A esta incluido (o
conjunto A. es una parte) del conjunto B.
a¢ A El elemento a no pertenece A¢ B El conjunto A no esta
al conjunto A. incluido en el conjunto B.

e Los puntos, por ser elementos, pertenecen (o no) a las rectas y a los planos, relacién
gue representamos en la siguiente figura.

R

d

[ )
a € R (el punto a pertenece a la recta R) a € a (el punto a pertenece al plano a)
d & R (el punto d no pertenece a larecta R) d ¢ a (el punto d no pertenece al

plano a)

e Las rectas, por ser conjuntos de puntos, estan incluidas en los planos, relacidon que se
muestra en la figura.

T

R c «a (larecta R estd incluida en el plano a)

T & a (larecta T no esta incluida en el plano a)
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POSTULADOS DEL PUNTO, LA RECTA Y EL PLANO

Se llaman postulados o axiomas a aquellas propiedades que satisfacen los elementos
geométricos, que se aceptan sin demostrar. Estos axiomas o postulados, que enunciamos a
continuacion, nos sirven para dar definiciones de nuevos conceptos o para demostrar otras
propiedades, no tan evidentes, llamadas teoremas.

1. Existen infinitos puntos, infinitas rectas e infinitos planos.

2. Porun punto pasan infinitas rectas, ya que todo punto pertenece a infinitas rectas

T Por ejemplo:
S acR
R aeT
aes

3. Poruna recta pasan infinitos planos, ya que toda recta esta incluida en infinitos planos.

R

Por ejemplo:
Rca
RcB
Rcé

4. Dados dos puntos, existe una y sélo una recta a la cual pertenecen.

5. A una recta pertenecen infinitos puntos y existen también infinitos puntos que no
pertenecen a ella.

Por ejemplo:
acR, beR, deR,

mientras que
hgR gegR fgR.
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6. Dada una recta y un punto fuera de ella existe sélo un plano de modo que el punto
pertenece al mismo y la recta estd incluida en él.

‘R
7. la recta que determinan dos puntos de un plano estd incluida en dicho plano. También

puede enunciarse como: Dos puntos que pertenecen en un plano determinan una recta
que esta incluida en el plano.

w

8. A un plano pertenecen infinitos puntos y existen también infinitos puntos que no
pertenecen a él.

aeaq
. ¢ cea

r a b
° m eca
[ ] g¢a
hega
N mea
rea

SEMIRRECTA

Todo punto perteneciente a una recta separa a la misma en dos partes, cada una de ellas
recibe el nombre de semirrecta.

Al punto que da lugar a las dos semirrectas opuestas se lo llama origen de las semirrectas.

Para diferenciar las semirrectas se determinan dos puntos adicionales distintos del origen,
cada uno de los cuales pertenece a cada semirrecta:

e Semirrecta de origen o que contiene al punto a. Se escribe od,

e Semirrecta de origen o que contiene al punto b. Se escribe ob.

e
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Caracteristicas de las semirrectas
e Todo punto de unarecta pertenece a una de las dos semirrectas o coincide con el origen.
e Dos semirrectas opuestas sélo tienen en comun el punto de origen.
e Uniendo los puntos de dos semirrectas opuestas se obtiene la recta que las contiene.

SEGMENTO

Dados dos puntos a y b, se llama segmento ab a la interseccidn de la semirrecta de origen a
gue contiene al punto b y la semirrecta de origen b que contiene al punto a.

Los puntos ay b se denominan extremos del segmento.

{

ANGuLOs

Dado un plano y dos semirrectas en él con el mismo origen, determinan dos regiones en el
mismo que llamamos angulos.

Las semirrectas que forman parte del borde del angulo se llaman lados del angulo.

Como se aprecia en el grafico precedente, algunas maneras de simbolizar los dngulos son con
letras griegas (o, B, etc.) o, si tenemos en cuenta las semirrectas con un mismo origen, por
ejemplo aob o simplemente 6.

ALGUNOS ANGULOS ESPECIALES:

e Angulo nulo: es el dngulo definido por dos semirrectas coincidentes.

T *—»> — .
o a doa — angulo nulo

e Angulo recto: es el angulo definido por dos semirrectas perpendiculares.
boa — dngulo recto

oO———>
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e Angulo llano: es aquel cuyos lados son semirrectas opuestas. Barre un semiplano, esto es,
la mitad del plano.

. N

b 0 a boa — angulo llano

UNIDADES ANGULARES

El sistema de medicidon de angulos que utilizaremos se llama sexagesimal. La unidad de
medida de amplitud de los angulos se llama grado, y resulta de dividir un dngulo recto en 90
partes iguales, por lo tanto, un angulo recto mide 90°.

Todos los dngulos rectos tienen igual amplitud. La medida de todo dngulo llano es igual a la
medida de dos dngulos rectos.

Este sistema de medicion de angulos se llama sexagesimal porque cada unidad menor al
grado se divide en 60 partes para obtener la siguiente:

o

1 minuto=— = 1"
60
1 "
1segundo=—=1
60

Nota: Existen otros sistemas de medicidon de angulos, algunos de ellos son sistema radial y
sistema centesimal entre muchos mds. En el capitulo de Trigonometria abordaremos el sistema
radial

Notacion

Si bien hay diferentes notaciones para la identificacidon de los angulos, y para referirse a la
medida de los mismos; para evitar confusiones, hemos unificado la notacién conforme al
siguiente criterio:

Cuando escribamos, por ejemplo, d, aob, & estaremos refiriéndonos a las regiones del plano
gue hemos denominado con esas letras. En cambio, cuando escribamos simplemente a, aob, «,
por ejemplo, estaremos refiriéndonos a la medida de los angulos.

CLASIFICACION DE ANGULOS

1. Angulos agudos: Son aquellos dngulos cuya amplitud es menor a la amplitud de un
angulo recto.

0° < aob < 90° o

a
) qéb
b

2. Angulos obtusos: Son aquellos dangulos cuya amplitud es mayor a la amplitud de un
angulo recto y menor a un llano.

90° < aob < 180°

a

ob

o

-
o

b
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3. Angulos consecutivos: son aquellos que tienen en comun un lado.

4. Angulos complementarios: dos angulos lo son cuando la suma de sus amplitudes es
igual a la medida de un angulo recto.

B, @
@y 8 son angulos avy B son angulos
complementarios complementarios no
consecutivos consecutivos

En ambos casos; a + = 90°; entonces &'y B son complementarios.
a=90°-p
Sia+ f =90°
B=90°—«a

Como un ejemplo:

v Sia =34°ypB = 56° entonces @ y B son complementarios porque a + f = 34° +
56° = 90°.

v Sia =29°y B essucomplemento, entonces f = 90° — 29° - B = 61°.

5. Angulos suplementarios: dos angulos lo son cuando la suma de las medidas de sus
amplitudes es igual a la medida de la amplitud de un angulo llano.

B 2y L"‘

@y [ son angulos @y B son dngulos suplementarios
suplementarios consecutivos no consecutivos

D

En ambos casos, a + § = 180° — & y f3 son suplementarios.
a=180°—-p
Sia+ f =180°
p =180° -«
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Como un ejemplo:
v Sia =63°y = 117° entonces @ y 3 son suplementarios pues a + § = 63° + 117° = 180°.
v Sia = 78°y B es susuplemento —» B = 180° — 78°, entonces § = 102°.

6. Angulos adyacentes: dos angulos lo son cuando tienen un lado en comun y el otro lado
esta formado por dos semirrectas opuestas.

Los angulos adyacentes son siempre suplementarios, ya que la suma de las medidas de sus
amplitudes es igual a la amplitud de un angulo llano.

Si dos dngulos adyacentes son congruentes, ambos son angulos rectos.

7. Angulos opuestos por el vértice: dos angulos lo son cuando sus lados son semirrectas
opuestas.

14 Opuestos por
3 el vértice

Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Posiciones relativas de dos rectas incluidas en un plano

e Rectas perpendiculares. Dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse determinan
cuatro angulos iguales. En el gréfico siguiente, las rectas A y B son perpendiculares (se
escribe A 1 B)

A

D
=

S
~>

e Rectas paralelas. Dos rectas son paralelas cuando no tienen ningln punto en comun, o
cuando son coincidentes.

c D

A//B A c//D
B /

Si dos rectas del plano no son perpendiculares ni paralelas, se dice que son oblicuas.
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PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS.

Supongamos que tenemos que resolver una situacién como la siguiente: “Las alturas
aproximadas del monte Everest y del Aconcagua, cuya diferencia es 2000 m, guardan entre si la

) .
relacion p Calcular dichas alturas”.

Analicemos la situacién y extraigamos los datos:

e Llamaremos Hg y H, a las medidas de las alturas del Everest y del Aconcagua
respectivamente.

e Ladiferencia de alturas es 2000 m, lo cual en lenguaje simbdlico resulta: H; — Hy = 2000.

., 9. - T
e Larelacién que guardan las alturas es de;¢como escribimos ese dato en forma simbdlica?

L . , . 9 .
La expresion es equivalente a “la razén entre esas medidas es ;". Luego, en lenguaje

. s H 9
simbdlico resulta: —£ = =,
Hy 7

Si aun no puedes escribir esa relacion es muy importante que revises el concepto de razén
y proporcion.

Ahora con todas las nociones necesarias podemos completar nuestros datos

Hgp —H, =2000
Datos: {@_g
Hy 7

Hg

Incégnitas: {HA

Solucidn: Para resolver este sistema se puede utilizar, por ejemplo, el método de sustitucién,
visto anteriormente.

Asi, utilizando la propiedad fundamental de las proporciones en la segunda igualdad
propuesta en los datos:

7HE == 9HA
Despejando:
9
HE = ;HAI

Por lo tanto, si reemplazamos en la otra relacién dada en los datos y resolvemos,
9
7HA - HA == 2000

H, = 7000

Por lo tanto, podemos construir nuestra respuesta diciendo que la altura del monte
Aconcagua es de 7000m; y en consecuencia la altura del Everest es de 9000m.

Hemos trabajado con la altura de dos montes, es decir, hemos utilizado la medida de las
longitudes de esos montes.

Facilitemos la situacion y supongamos que ahora la propuesta es la siguiente:

Dos segmentos tienen las siguientes longitudes:

a b
| E— |
c d
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Si llamamos ab al primer segmento y cd al segundo; y la unidad de medida elegida es el
centimetro escribimos ab = 8cm y cd = 2cm ¢Cudl es la razén entre la medida del segmento
ab respecto del segmento cd??

éSe conserva la razdén si invertimos el orden de los segmentos dados?
¢Qué significado tiene cada una de las relaciones obtenidas?

Respondamos a nuestra primera pregunta

ab 8 ,
— =-=4,larazén es 4.
cd 2

. , cd 2 1

Para la segunda pregunta la respuesta es no, puesto que la razén seria: — =53
En el primer caso, la respuesta indica que la medida del segmento ab es cuatro veces la
medida del segmento cd, mientras que en el segundo caso la medida del segmento tomado en

primer término cd es la cuarta parte de la medida del segmento tomado en segundo término
ab.

SEGMENTOS PROPORCIONALES

Llamamos razén 1 entre el segmento ab y el segmento cd, al cociente entre sus medidas
dadas en la misma unidad.
r= ab 2

T cd 3

Dos segmentos ab y cd son proporcionales a otros dos Pq ymn, sila razén de las medidas de los
dos primeros segmentos es igual a la razon de las medidas de los sequndos segmentos

Es decir;
a b
r=ﬂ=_ ° o ®
cd
c d
@ L L @
p q
_pqg 4 2 e ® ® ® ®
"mn 6 3

@3
[
[
[
[
[

Como puede observarse los segmentos no son congruentes pero las razones son iguales. Es
. . . —— 2 —
decir, en el primer caso la medida del segmento ab es 3 del segmento cd, y en el segundo

L . — 2 . — .
también la medida del segmento pq es 3 de la medida del segmento mn. En consecuencia, los
segmentos son proporcionales y escribimos:

ab  pq
cd  mn

2 Cuando escribamos, por ejemplo, ab, estaremos refiriéndonos al segmento que tiene por extremos los puntos a 'y
b. En cambio, cuando escribamos simplemente ab, por ejemplo, estaremos refiriéndonos a la medida del segmento
referido. Con frecuencia usaremos una frase como el segmento ab de 30 cm para indicar un segmento cuya medida
es 30cm.
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Analicemos el siguiente ejemplo:

Dados los segmentos ab = 30 cm, cd = 150 cm, pqg = 100 cm y mn = 500 cm, éson
proporcionales los segmentos ab y cd con respecto a los segmentos pq y mn?

La situacién nos propone solamente que digamos si estos segmentos, tomados de a pares,
son proporcionales. Aplicando lo visto, bastara con que las razones entre sus medidas sean
iguales, para dar la respuesta. Escribimos la proporcién:

ab pq
cd  mn
Reemplazamos ahora por las medidas correspondientes:
30 100
150 500

11 .
Es decir, - = =. Por lo tanto, obtenemos que los segmentos son proporcionales, puesto que los
5 5

segmentos ab y cd; y los segmentos pq y mn, guardan la misma proporcion.
Estas conclusiones nos ayudan a interpretar el Teorema de Thales® que enunciamos asi:

“Dadas tres o mds rectas paralelas intersecadas por dos rectas transversales, la razon entre las
medidas de dos segmentos cualesquiera determinadas sobre una de las transversales es igual a
la razon de las medidas de los segmentos correspondientes determinados en la otra recta
transversal”.

Observemos el gréfico. En él, las rectas A, By C son paralelas, y las rectas D y E son
transversales. Recordando que al intersecarse dos rectas queda determinado un punto,
podemos llamar a la interseccién de cada paralela con las transversalesDy E:a,b,cym,n, s
respectivamente. Ademas, dos puntos de una recta, determinan un segmento, por lo tanto
sobre la transversal D nos han quedado determinados los segmentos ab y bc; y sobre la
transversal E los segmentos mn y ns. Entre sus las medidas de sus longitudes se puede
establecer la siguiente relacidon que constituye la tesis del teorema de Thales:

a/ \m A

ab _ mn

bc ns

AW
—

D

Prestando atencion al gréfico, también estdn determinados los segmentos ac y su
correspondiente ms. ¢Cumplirdn ellos también con la propiedad enunciada? Si la respuesta es
si, écomo quedan expresadas las proporciones?

Cuando expresamos esta propiedad, dijimos “la medida de la longitud de los segmentos
determinados sobre una de las transversales y los correspondientes de la otra transversal
forman una proporcion”. Es decir que la longitud del segmento ab, se corresponde con la

3 Elfilésofo y matematico griego Thales de Mileto fue uno de los siete sabios mas grandes de la antigliedad. El teorema
de Thales, llamado asi en su memoria, es una parte fundamental en el estudio de la semejanza. A él se debe una de
las numerosas aplicaciones que tiene la semejanza, que es la determinacién de la distancia entre dos puntos
inaccesibles entre si; para ello se dice que calculd la altura de una de las pirdmides de Egipto sin medirla directamente,
basandose en la longitud de la sombra de su baston; asi logré realizar una brillante triangulacién.
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longitud del segmento mn, por lo tanto, podriamos formar otras proporciones teniendo en
cuenta siempre la correspondencia entre las longitudes de los segmentos determinados.
Para contestar a nuestra pregunta, una de las posibilidades es:
ac ms
bc ns

Teniendo en cuenta el grafico se pueden plantear otras proporciones mas.

COROLARIO DEL TEOREMA DE THALES

Toda recta paralela a un lado de un tridangulo determina con los otros dos lados (o su
prolongacion) segmentos proporcionales.

S

En la figura tenemos un triangulo abc, y se ha trazado la recta S que es paralela al lado bc,
por lo tanto, aplicando el Teorema de Thales en la figura determinada por las dos rectas
paralelas, la recta S y la recta que contiene al segmento bc, y las rectas transversales que
contienen a los segmentos ab y ac, resulta:

am _ an .
— = —; obien —=—
ac ab

Se pueden plantear algunas otras proporciones mas.

Apliqguemos lo obtenido a una situacion concreta:

En un triangulo de lados ab = 10 ¢cm, ac = 12 cm y bc = 8 cm se traza una recta paralela
al lado bc a una distancia de 4cm del vértice a, medidos sobre el lado ab, y que corta a los lados
aby ac en dos puntos e y d respectivamente. Esquematiza la figura segtin los datos y calcula las
medidas de los segmentos ad, y ae.

Solucién b

d d C

El enunciado nos permite definir que la medida del segmento a€ es uno de los datos del
problema (ae = 4cm)

Para calcular la longitud del segmento a€ escribimos la proporcion conveniente. Por ejemplo:

ab ac

ae  ad
Reemplazando por los datos:

10 12

4 x
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de donde resulta la longitud del segmento ad igual a 4,8 cm.

Respuesta: las medidas de los segmentos pedidos son ae = 4cmy ad = 4,8cm

POLIGONOS

Antes de expresar el concepto de poligono, recordemos que una linea poligonal es aquella
formada por segmentos de recta consecutivos, no alineados. La siguiente tabla muestra las
formas diferentes que puede adoptar una poligonal.

Abierta: Es aquella en la que
los segmentos extremos no
coinciden en un mismo punto
(punto de inicio y final no
coinciden)

Cerrada: Es aquella en la que
los segmentos extremos
coinciden. (punto de inicio y
final coinciden)

Simple: Al recorrerla no se
pasa dos o mas veces por el
mismo punto.

A\

S

Cruzada: Al recorrerla se
pasa dos o mas veces por el
mismo punto.

ST=

A partir de los conceptos revisados, podemos decir que una poligonal simple cerrada, separa
al plano en dos regiones: una llamada region interior (1) y otra denominada region exterior (E)

Ya podemos introducir la nocién de poligono,

(E)

simple cerrada y su regién interior.

ELEMENTOS DE UN POLIGONO

como la unidn de los puntos de la poligonal

e Lados: son los segmentos rectilineos que lo limitan: ab,bc,cd,de,ef,fa.
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e Vértices: son las intersecciones de dos lados consecutivos: a,b,c,d,e,f.

e Diagonales: son los segmentos rectilineos que unen dos vértices no consecutivos:

algunas de ellas son ac,ad,bd,be,ce.

e Angulos interiores: son los dngulos convexos formados por pares de lados consecutivos.

e Angulos exteriores: son los angulos adyacentes a los angulos interiores del poligono.

abc, bed, cde, dea, efa, fab son angulos interiores del poligono abcdef.

a, B, ¥, €, 0 son angulos exteriores del poligono abcdef.

CLASIFICACION DE POLIGONOS

Segun la forma de su contorno, podemos clasificar a los poligonos en

POLIGONOS SIMPLES CONVEXOS Y SIMPLES CONCAVOS:

Los conceptos de concavidad y convexidad para las figuras geométricas son los siguientes:

a
9 b
b
d §n
(o
C

Poligono Simple Convexo Poligono Simple Céncavo
Todo segmento determinado Existe algin segmento
por un par de puntos del determinado por un par de
poligono esta incluido en él. puntos del poligono que no
estd incluido en él

Ademas, un poligono es equilatero, si tiene todos sus lados congruentes (es decir de igual
longitud); es equiangulo si tiene todos sus angulos congruentes (igual amplitud), y es regular si
tiene todos sus lados y todos sus angulos congruentes
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ALGUNOS POLIGONOS REGULARES

Los poligonos reciben nombres particulares segun el nimero de angulos:

‘ Numero de lados Nombre ‘ Numero de lados Nombre
3 triangulo 9 enedgono
4 cuadrangulo 10 decagono
5 pentagono 11 undecagono
6 hexagono 12 dodecagono
7 heptagono 15 pentadecagono
8 octdégono 20 icosagono

Propiedades de los poligonos convexos

Teniendo en cuenta el nimero de lados de un poligono, es posible calcular:
e el nimero de diagonales que se pueden trazar por cada vértice,
e el numero total de diagonales del poligono,
e lasuma de sus dngulos interiores,

e el valor de un angulo interior en el caso que el poligono sea regular.

Generalizando, para un poligono de n lados podemos considerar las siguientes formulas:

SUMA DE ANGULOS
EXTERIORES

SUMA DE ANGULOS
INTERIORES

NUMERO TOTAL DE
DIAGONALES

NUMERO DE NUMERO DE DIAGONALES

LADOS

POR UN VERTICE

Poligonoden

lados n(n-3)/2

2R(n-2) 4R

De acuerdo con el cuadro anterior, podriamos construir el siguiente, para algunos de los
poligonos que conocemos:

Numero de Numero de diagonales | Numero total Suma de angulos Suma de angulos
lados por un vértice de diagonales interiores exteriores
3 0 0 2R(3—2) =180° 4R = 3609
4 1 2 2R(4 - 2) = 360° 4R = 360°
5 2 5 2R(5 — 2) = 540¢ 4R = 360¢
TRIANGULOS

Sigamos ahora trabajando con un poligono de tres lados, que como vimos recibe el nombre

de tridngulo.
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Clasificacion de Triangulos

Tridngulo

Tiene tres lados no
congruentes

lados

Clasificacion de / escaleno
triangulos segun sus \

Tridngulo

A 4

isdsceles

Tiene por lo menos
dos lados congruentes

|

Triangulo >

equilatero

Tiene tres lados
congruentes

Propiedad de los angulos interiores de un tridngulo

Triangulo

Tiene un dngulo recto

rectangulo

Tiene un dngulo obtuso

Clasificaciéon de
triangulos segun Tridngulo
sus angulos obtusangulo
Triangulo
acutangulo

Tiene tres dngulos
agudos

v
d
A

La suma de las amplitudes de los angulos interiores de un tridngulo es igual a 180° (2R)

m

C

m+n+c=180°

A partir de ese enunciado, es posible expresar otros que se deducen de él y que llamaremos

corolarios.

Corolarios:

e En todo tridngulo, la amplitud de cada angulo es igual a 180° menos la suma de las

amplitudes de los otros dos angulos.

e Sienun tridngulo un angulo es obtuso, los dos angulos restantes son agudos.

e Sien un tridngulo un dngulo es recto, los restantes son agudos y complementarios

entre si.

e Si dos tridangulos tienen dos angulos congruentes, los terceros también son

congruentes.



Propiedad del angulo exterior

La amplitud de todo angulo exterior de un tridangulo es igual a la suma de las amplitudes de los
dos dngulos interiores no adyacentes a él.

b

c a
a a=b+c

Siendo b y C, dngulos interiores al tridngulo abc y @ el dngulo exterior adyacente al angulo
interior 4.

Corolario: En todo triangulo, la amplitud de cada angulo exterior es mayor que la amplitud de
cualquiera de los dngulos interiores

ALGUNOS LUGARES GEOMETRICOS DEL TRIANGULO

Al trabajar con tridngulos, pueden determinarse rectas, semirrectas y segmentos
caracteristicos de los mismos, con los cuales es posible determinar puntos con importantes
propiedades matematicas.

Para comenzar, recordemos el concepto de distancia entre dos puntos. Supongamos que
gueremos ir desde un punto ¢ hasta un rio que representamos con una recta R, como lo muestra
la figura. Sin duda tenemos muchas y distintas posibilidades para llegar desde el punto c a la
recta R, pero écual es la distancia que separa el punto de la recta? Es decir ¢cudl es el camino
para elegir si quiero hacer el camino mds corto?

c
- I\\\ Observando el grafico podemos ver que el segmento bc
I‘\‘ ., resulta perpendicular a la recta R.
\
/,” : ‘\\ \\\ Al punto b lo llamamos pie de la perptﬂdicular, yala
R e RS medida de la longitud del segmento bc la llamamos
a b e d distancia euclidea del punto c a larecta R.

Encontremos ahora la distancia que separa un lado del tridngulo con el vértice opuesto, es
decir, encontremos la distancia entre un punto (uno de los vértices) y un lado del tridngulo. El
segmento que representa geométricamente a esta distancia recibe el nombre de altura,
entonces decimos:

ALTURA DE UN TRIANGULO

Se denomina altura de un tridngulo, correspondiente a uno de sus lados, al segmento que
tiene un extremo en un vértice y el otro en el lado opuesto, siendo perpendicular a ese lado
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Al trazar las alturas correspondientes a los tres lados de un tridngulo, es posible ver que estos
se intersecan en un punto. A dicho punto se lo denomina ortocentro.

MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO

Otro concepto que debemos tener claro es el de mediatriz de un segmento, y que a
continuacién definimos y representamos.

Dado un segmento ab, si queremos trazar la mediatriz correspondiente, debemos recordar
que:

Mediatriz de un segmento (M) es una recta perpendicular a

Segmento, trazada por su punto medio

M;

®
B Typupupm,
o
[ ]

Pero si en lugar de tener que trazar la mediatriz de un segmento, se desea trazar las
mediatrices de un tridngulo ¢cémo debo proceder?

Con sélo recordar que los lados del triangulo son segmentos, bastara con que encontremos
el punto medio de cada uno de esos lados y tracemos la perpendicular a ellos que contenga al
punto medio determinado anteriormente. Por lo tanto:

Se denomina mediatriz correspondiente a un lado de un triangulo, a la recta perpendicular a
dicho lado que pasa por su punto medio.

Veamos un grafico que ilustre lo que dijimos, y llamemos Map, My, Ma, a las mediatrices

correspondientes a los lados ab, bc,ac respectivamente.

Al trazar las rectas mediatrices correspondientes a los tres lados de un tridngulo, es posible
ver que estas se intersecan en un punto. A dicho punto se lo denomina circuncentro.
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El circuncentro es el Unico punto que equidista de los tres vértices del tridngulo. Por lo tanto,
con centro en el circuncentro es posible trazar una circunferencia, que contiene a los tres
vértices del triangulo.

Mab

MEDIANAS DE UN TRIANGULO

Si trazamos ahora, en este mismo tridngulo, un segmento que una el punto medio de cada
lado encontrado anteriormente, con el vértice opuesto, determinamos un segmento que no estd
contenido en ningun caso en las rectas anteriormente trazadas. Estos segmentos reciben el
nombre de medianas del tridngulo. Es debcir:

Al trazar los segmentos medianos correspondientes a los tres lados de un tridngulo, es
posible ver que estos se intersecan en un punto. A dicho punto se lo denomina baricentro.

El baricentro divide a cada mediana en dos segmentos, el segmento que une el baricentro
con el vértice mide el doble que el segmento que une baricentro con el punto medio del lado
opuesto.

BISECTRIZ DE UN ANGULO

Se denomina bisectriz de un angulo, a la semirrecta incluida en el angulo, cuyo origen coincide
con el vértice de dicho dngulo, y es tal que divide a éste en dos dangulos congruentes.

Bisectrices de un triangulo: se denomina asi a las tres semirrectas que son bisectrices de los
tres dngulos interiores del tridangulo.
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Al trazar las bisectrices correspondientes a los tres dangulos de un tridngulo, es posible ver
gue estas se intersecan en un punto. A dicho punto se lo denomina incentro.

El incentro es el Unico punto que equidista de los tres lados del triangulo. Por lo tanto, con
centro en el incentro es posible trazar una circunferencia, que contiene a los tres lados del
triangulo.

TEOREMA DE PITAGORAS

Este teorema ha merecido la atencion de muchos matemadticos, especialmente de la
antigliedad y actualmente estan registradas unas 370 demostraciones del mismo. Finalmente,
la demostracion del teorema se atribuye a Pitagoras, fildsofo y matematico griego.

En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos.

Antes de escribir simbdlicamente esa propiedad recordemos que en un tridngulo rectangulo
reciben el nombre de catetos los lados del triangulo que forman el dngulo recto y la hipotenusa
es el lado opuesto al angulo recto.

hipotenusa (a) cateto (c)

cateto (b)

Si llamamos b y ¢ a la medida de los catetos, como indica la figura, y a a la medida de la
hipotenusa, podemos escribir simbdlicamente esta propiedad como:

a’=b*+c?

A partir de ese enunciado, es posible expresar otros que se deducen de él y que llamaremos
corolarios.

Corolarios:

e En todo triangulo rectangulo la hipotenusa es igual a la raiz cuadrada de la suma de
los cuadrados de los catetos
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e Entodo tridngulo rectangulo cada cateto al cuadrado es igual a la diferencia entre el
cuadrado de la hipotenusa y el cuadrado del otro cateto

e En todo tridngulo rectangulo cada cateto es igual a la raiz cuadrada de la diferencia
entre el cuadrado de la hipotenusa y el cuadrado del otro cateto.

CUADRILATEROS

Sigamos ahora trabajando con un poligono de cuatro lados, que como vimos recibe el
nombre de cuadrilatero.

CLASIFICACION DE CUADRILATEROS

De acuerdo a la condicién de paralelismo de los lados opuestos de un cuadrilatero, estos se
clasifican en: paralelogramos, trapecios y trapezoides.
PARALELOGRAMOS

Son los cuadrilateros que tienen dos pares de lados opuestos paralelos.
Se los puede clasificar conforme a sus lados y dngulos como describimos a continuacion.

e Aquellos paralelogramos que tienen dos pares de lados opuestos paralelos se
denominan simplemente paralelogramos.

n m

mn/ /st

ns//mt

e Aquellos paralelogramos que tienen sus cuatro angulos rectos se denominan

rectangulos. s t
Tn/ /st
ms//nt
m=n=s=t=90°
m n

e Aquellos paralelogramos que tienen sus cuatro dngulos rectos y ademas la
medida de la longitud de sus cuatro lados son congruentes se denominan
cuadrados.

s t mn//st

ms//nt
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o Aquellos paralelogramos que tienen las medidas de las longitudes de sus cuatro
lados congruentes y ademas la amplitud de los angulos opuestos congruentes
se denominan rombos.

S
m//sﬁ
ms//nt
m ¢ //
mn=ms=st=tn
m=ty=s=n
n

A continuacidn, figuran algunas propiedades que cumple cada uno de los paralelogramos:

ROMBO

PARALELOGRAMO  RECTANGULO CUADRADO

— - - ‘ .

Dos pares de lados opuestos
P P X X X X
congruentes
Dos pares de angulos opuestos
P gu'os op X X X X
congruentes
Sus diagonales son congruentes X X
Sus diagonales son X X
perpendiculares
Sus diagonales se cortan
mutuamente en partes X X X X
congruentes
Cada diagonal es bisectriz de un X X
par de angulos opuestos
Tiene dos pares de lados X X
consecutivos congruentes

TRAPECIOS
Son los cuadrilateros que tiene un par de lados paralelos.

Se los puede clasificar en isdsceles, rectangulos o escalenos. A continuacion, describimos cada
uno de ellos.

e Aquellos trapecios que tienen los lados no paralelos de igual longitud reciben el
nombre de trapecios isosceles.

ab=rcd

a d

e Aquellos trapecios que tienen dos angulos rectos reciben el nombre de trapecios
rectangulos.

a=b=290°

b5 (¢
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Aquellos trapecios que no tienen lados congruentes ni dangulos rectos reciben el

nombre de trapecios escalenos.
b c

Segmentos representativos de los trapecios
e Bases del trapecio: Se les llama asi a los lados paralelos.

mp y 1S son bases del trapecio

p

Base media: Se le llama asi al segmento que une a los puntos medios de los lados
no paralelos. La medida de la longitud de la base media es igual a la semisuma de la

longitud de las bases

ab es base media del trapecio, y su medida se calcula por:

ns+m
ab = Tp
m a

p

Altura del trapecio: Es el segmento que va desde uno de los vértices del trapecio al

[ )
lado opuesto o su prolongacién, en forma perpendicular.

ma es una de las alturas del trapecio. a
s
m
P
TRAPEZOIDES
Son los cuadrilateros que no tienen lados paralelos.
b
s

-

Un caso particular de los trapezoides lo constituyen los romboides, los cuales tienen dos pares

de lados consecutivos de igual longitud.
b

nb=ns r

br=rs
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CIRCUNFERENCIAS Y CIRCULOS
CIRCUNFERENCIA

Dado en un plano un punto o y un nimero real positivo r, se llama circunferencia de centrooy
radio R al conjunto de todos los puntos de ese plano que se encuentran a una distancia de o,
igual a r (que ademas es la medida del radio R)

Designamos a la circunferencia de centro “0” y radio “R”, como C (o, R)

El punto dado o recibe el nombre de centro de la circunferencia y el segmento R, de longitud
r, se llama radio de la misma.

Radio, Didmetro y Cuerda

Radio (R): todo segmento que une el centro de la circunferencia con un
punto de la misma. La longitud de dicho segmento es r.

Diametro (D): todo segmento que une dos puntos de la circunferencia y
contiene al centro de la misma, su longitud es 2r.

Cuerda (C): todo segmento que une dos puntos cualesquiera de la
circunferencia, su longitud varia entre ry 2r.

Un caso particular de cuerda son los didametros.

O O®

Algunas conclusiones

En una circunferencia,
e Todos los radios son congruentes.
e Todos los didmetros son congruentes.
e lalongitud de un didmetro es igual a dos veces la longitud de un radio.

e Los didmetros son las cuerdas de mayor longitud.
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CircuLo

Dado en un plano un punto o y un numero real positivo r, se llama circulo de centro o y radio R
al conjunto de todos los puntos de ese plano que se encuentran a una distancia de o igual o

menor a la medida del radio R (r)

Un angulo central es todo angulo cuyo vértice es el centro de un circulo o circunferencia

N

Un arco de circunferencia es la intersecciéon de una circunferencia con uno de sus

angulos centrales.

Es la regidon limitada por un didmetro y su arco (cualquiera de los dos que éste
determina) —

Lo designamos como C(o, R).

Angulo central

Arco de circunferencia

Semicirculo

Sector Circular

Es la regién del circulo comprendida entre un arco y los dos radios que determinan sus
extremos.
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Segmento Circular

Es la region del circulo comprendido entre un arco y su cuerda.

Algunas conclusiones

Dado un circulo y un conjunto de puntos podemos decidir si los puntos dados son
exteriores, interiores o pertenecen al circulo dado.

°c

La distancia entre el punto ay el centro o es menor que la longitud del radio, por lo tanto, a
es un punto interior al circulo. Lo mismo ocurre con p.

La distancia entre el punto c y el centro o es mayor que la longitud del radio, por lo tanto, ¢
es punto exterior al circulo.

La distancia entre el punto b y el centro o es congruente con la longitud del radio, por lo
tanto, b es punto perteneciente a la frontera del circulo.

En resumen:

e Un punto es interior a un circulo si su distancia al centro es menor que la longitud del
radio.

e Un punto es exterior a un circulo si su distancia al centro es mayor que la longitud del
radio.

e Un punto pertenece a la frontera de un circulo si su distancia al centro es congruente
con la longitud del radio.

PERIMETROS Y AREAS

Recordemos los conceptos de drea y perimetro de una figura plana:
e El area de una figura es la medida de la superficie que ocupa.
e El perimetro de una figura es la medida de la longitud de su borde

Obtener el perimetro de una figura cerrada no es tan dificil; basta sumar lo que mide cada
uno de los lados que forman su contorno.

En la siguiente tabla encontraras las formulas para calcular el perimetro y el area de algunas
figuras geométricas basicas:
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FIGURA PERIMETRO AREA

Cuadrado de lado [ [ P =4l A=1?
l
Rombodeladoly d;-d
d = 1 "2
diagonales d; y d,. < P=al 2
dy

Rectangulo de base b y h _ .

ltura h. P =2b+2h A=b-h

b

Suma de las
longitudes delos | A4
cuatro lados. 2

Trapecio de base mayor
by, base menor b, y altura
h.

_(by+Dby) h

b,
/ h
by
Suma de las
Trigneul b-h
riangulo de base b y m longitudes de los A=
tres lados.
b
P =2nr
(el perimetro de r
Circulo deradior un circulo es la
longitud de la
circunferencia)

altura h 2

b
Il
N

Longitud de arco y area de
sector circular de angulo
central a y radio R.

Longitud de arco Area del sector
circular

L=2nr-3600 A=mr?-

360°

FIGURAS TRIDIMENSIONALES: CUERPOS

Hasta aqui nuestro estudio se ha referido a figuras que tienen dos dimensiones: largo y
ancho, base y altura, etc. Ahora recordaremos los cuerpos geométricos y diremos que un cuerpo
es una figura de tres dimensiones: largo, alto y ancho. Ademas, como también es una figura,
decimos que es un conjunto infinito de puntos.
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Clasificacion de los cuerpos

Cuerpos redondos:
limitados por lo menos por una
cara curva

Cuerpos poliedros:

limitados por caras planas,
gue son poligonos

Elementos de los cuerpos

Esfera

Cono

Cubo

Prisma ~a Prismas &

7

\ Piramides: su base puede ser Uné
poligono regular o no

En los siguientes cuerpos podemos distinguir sus elementos:

Prisma
Vértice
/A
Cara
Arista
Base
Cono
Generatriz Altura
Base

Cilindro

3 Generatriz

Segmento radial

\Base

Pirdmide
— Vértice
Apotema Cara lateral
Altura
Base
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SUPERFICIES Y VOLUMENES

VOLUMEN

FORMULA GENERAL: FORMULA GENERAL:

NOMBRE DiBuio DJEJNHHOINROI  PERIMETRO DE LA BASE POR ALTURA |  AREA DE LA BASE POR ALTURA
DE LAS CARAS (SI EL CUERPO TIENE DEL CUERPO (SI EL CUERPO
VERTICE O ES TRUNCO, SE DIVIDE | TIENE VERTICE O ES TRUNCADO,
POR DOS) SE DIVIDE POR 3)

Cubo A ] Area = 6 A? Volumen = A3
Prisma A ]
(base B Area =2 AC+2AB +2BC Volumen =ABC
rectangular) . -
Cilindro ﬁ Area =2 7R*+2 zRH Volumen = Tt R* H
H
L . Per A ABH
Pirdmide $ Area = b‘;se Py aB Volumen = —
A B
G 2
. "R“H
Cono é Area = 7R (R + G) Volumen = il 3
. 47 R?
Esfera Area = 47 R? Volumen = 3
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| TRIGONOMETRIA

UN POCO DE HISTORIA

Los historiadores concuerdan en que fueron los griegos anteriores a Sécrates los iniciadores
de la trigonometria. A Tales de Mileto, uno de los siete sabios de Grecia, se le atribuye el
descubrimiento de cinco teoremas geométricos y su participacion en la determinaciéon de las
alturas de las piramides de Egipto utilizando la relacidén entre los dngulos y lados de un tridngulo.
Hiparco, notable gedmetra y astrénomo griego, sistematizé estos conceptos en una tabla de
cuerdas trigonométricas que hoy son la base de la trigonometria moderna. Por su trabajo se le
considera el padre o fundador de la trigonometria.

La trigonometria en principio es la rama de las matematicas que estudia las relaciones entre
los dngulos y los lados de los tridangulos. Interviene directa o indirectamente en las demas ramas
de la matematica y se aplica en todos aquellos dmbitos donde se requieren medidas de
precisidn. La trigonometria se aplica a otras ramas de la geometria, como es el caso del estudio
de las esferas en la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de triangulacidn, por ejemplo, son usadas en
astronomia para medir distancias a estrellas préoximas, en la medicién de distancias entre puntos
geograficos, y en sistemas de navegacion por satélites.

SISTEMAS DE MEDICION DE AMPLITUD DE ANGULOS

ANGULOS ORIENTADOS

Un angulo orientado es la figura generada por la rotacidn de una semirrecta alrededor de su
extremo. La posicion inicial se llama lado inicial (corresponde a la semirecta o7 ) y la posicidn
final se llama lado terminal (corresponde a la semirecta op). El punto fijo se llama vértice o.

Si la rotacién se realiza en sentido antihorario fcontrario a las agujas del reloj) el angulo
generado se considera por convencion positivo.

107


http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1ticas
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81ngulo
http://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa
http://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_del_espacio
http://es.wikipedia.org/wiki/Astronom%C3%ADa
http://es.wikipedia.org/wiki/Distancia
http://es.wikipedia.org/wiki/Estrella
http://es.wikipedia.org/wiki/Geograf%C3%ADa
http://es.wikipedia.org/wiki/Sat%C3%A9lite_artificial

ANGULOS CENTRADOS EN UN SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

Dado en el plano de un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales de centro en o,
llamamos dngulo centrado a todo angulo orientado con vértice en el origen de coordenadas,
cuyo lado inicial coincide con el semieje positivo de las abscisas, y que al rotarlo genera dngulos
orientados positivos y negativos como se observa en las siguientes figuras.

0
Angulo Angulo Angulo Angulo
orientado orientado orientado orientado
positivo negativo positivo positivo

Nota: no existe un limite para la amplitud de un dngulo. Se puede generar angulos orientados
de un giro o mas de un giro.

Por ejemplo: Si se realiza una rotacion completa de un giro en sentido contrario a las agujas del
reloj, se ha generado un angulo positivo de 360°, si se realizan dos giros en sentido horario, se
ha generado entonces un dngulo negativo de —720°.

Por ultimo, sabemos que los ejes coordenados dividen al plano en cuatro cuadrantes y
en relacion al cuadrante en el que se encuentre el lado terminal, se asocia el angulo con el
mismo. Veamos los siguientes ejemplos.

y 4 y A
£ es un angulo positivo
p es un angulo negativo
ambos del |l cuadrante

@ es un angulo positivo
 es un angulo negativo

9{ a ambos del | cuadrante

8 es un angulo positivo

£ es un angulo negativo @ es un angulo positivo
ambos del lll cuadrante, 7 es un angulo negativo
ambos del IV cuadrante,

v

\m
/

A
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SISTEMAS DE MEDICION ANGULAR

1. SISTEMA SEXAGESIMAL

La unidad de medida de la amplitud angular se llama grado, y resulta de dividir un angulo
recto en 90 partes iguales, por lo tanto, un dngulo recto mide 90°. Te recordamos las siguientes
equivalencias:

angulo recto
o —

90
1 minut 1'=—
minuto — 60
1 d 1" =—
segundo — 0

1° = 60" = 3600"

2. SISTEMA RADIAL O CIRCULAR

En el sistema radial para medir angulos se utiliza como unidad de medida al radian.

Para determinar la amplitud del dngulo &, en el sistema radial, se debe centrar dicho dngulo
en un circulo de radio 1. La unidad de medida que utilizaremos sera equivalente al radio de la
circunferencia.

Un radidn es la medida del dngulo central que subtiende en cualquier circunferencia un arco de
longitud igual al radio.

La medida del ab respecto al radio es el nimero de veces que dicho radio esta contenido en
el arco. Para obtener la amplitud de ¢ , se divide la longitud del arco ab por la longitud del radio
r. Es decir:

longitud arco ab
a =

r

El dngulo cuyo arco que contiene una vez al radio se dice que mide un radian. Un arco medira
dos radianes si su longitud es dos veces la longitud de su radio.

A cada arco de una circunferencia le corresponde uno y sélo un angulo central que lo
subtiende por lo que podemos atribuir al angulo la medida del ardo en radianes.
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RELACION ENTRE LOS DOS SISTEMAS

Sabemos que una circunferencia contiene 2m veces a su radio, por lo tanto:

360° = 2m
180°=m
90° = z
2
[ 1 giro = 2nradianes 1radian = 57° 17’ 45” j
Ejemplos:

v' Sea =36°luego 6 = 36°. 1g00 -0 = %rad
v Seaw :%,luegow =%.&00—> w = 45°

Nota: Con frecuencia emplearemos una frase como un dngulo de 30° para indicar un dngulo
. ° . , . o T ..
cuya medida es 30°. Asimismo, para un angulo 8, se escribe §=30°0 6 = - bara indicar que la

medida de 6 es 30° o %rad.

Ademas, cuando no se da ninguna unidad, se supone que el angulo se mide en radianes.

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN TRIANGULO RECTANGULO

Recordemos que en todo tridngulo rectdngulo:

e La hipotenusa es el lado que se opone al dngulo recto.
e Los catetos son los lados que se oponen a los dngulos agudos.

e Los angulos agudos son complementarios.

Las funciones trigonométricas surgen de una forma natural al estudiar el tridngulo rectdngulo
y observar que las razones (cocientes) entre las longitudes de dos cualesquiera de sus lados sélo
dependen del valor de los angulos del triangulo. Pero vayamos por partes.

Primero consideraremos triangulos rectangulos ABC, rectangulos en A, con B = 60°y B =

30°. Todos los triangulos que dibujemos con estos angulos son semejantes, y, por ello, las
medidas de sus lados proporcionales:

A

30° 60° 30°
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. . . . . AC .
Esto quiere decir que si calculamos en el primer tridangulo 5C obtendremos el mismo

. - . AC
resultado que si calculamos en el segundo tridngulo el cociente e Se supone que esto ya lo

sabes, pero si eres desconfiado y el razonamiento no te convence del todo, tienes algunas
posibilidades: Una consiste en dibujar con mucho cuidado tridngulos distintos con angulos
interiores de 90°, 60° y 30° y calcular los resultados de las divisiones anteriores (el cateto
opuesto al angulo de 602 dividido por la longitud de la hipotenusa) para asi comprobar que
siempre se obtiene el mismo resultado (aproximadamente 0,87).

Otra posibilidad es hacer exactamente lo mismo, pero dibujando tridngulos, midiendo vy
dividiendo las longitudes con ayuda de algun programa informatico (GeoGebra, etc.).

Si realizamos las mismas divisiones en tridngulos rectdngulos con dngulos distintos a los
anteriores (por ejemplo: 90°, 40°, 50°) veremos que sucede lo mismo: al dividir la longitud del
cateto opuesto al dngulo de 40° entre la longitud de la hipotenusa se obtiene siempre el mismo
resultado (aproximadamente 0,64) A ese valor constante que se obtiene al dividir la longitud del
cateto opuesto al angulo de 40° entre la longitud de la hipotenusa se le llama seno de 40°, y se
escribe sen(40°) = 0,64.

A partir de aqui definiremos las razones trigonométricas de dngulos agudos de triangulos
rectangulos.

Nota: Cuando escribamos ﬁ, AC o ﬂ, por ejemplo, estaremos refiriéndonos a los catetos
o hipotenusa de un triangulo. En cambio, cuando escribamos simplemente BC, AC o BA, por
ejemplo, estaremos refiriéndonos a la medida de los catetos o hipotenusa de un triangulo.

DEFINICION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUDOS

A
A: Angulo recto

BC: hipotenusa
AC y AB: catetos

B

C

Los catetos de un tridngulo rectangulo reciben nombres particulares, segin su posicion
respecto de los angulos agudos del tridngulo, es decir:

Segun el dngulo ,3:
Cateto

adyacente a 3 Cateto opuesto

af

Hipotenusa

Segun el dngulo :

Cateto
adyacente a ¥

Cateto opuesto
ay

Hipotenusa
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Teniendo presente esto, veremos cdmo se definen seis razones trigonométricas, en un
triangulo rectangulo, las cuales son: seno, coseno, tangente, secante, cosecante y cotangente.

En un tridngulo rectdngulo se define como seno de un dngulo agudo al valor obtenido al

dividir la longitud del cateto opuesto al dngulo entre la longitud de la hipotenusa.

Asi:

Cateto

adyacente a 8

af

Cateto opuesto

sen B =

Hipotenusa

~ _ cateto opuesto AC
" BC

hipotenusa

Se define como coseno de un dngulo agudo al valor obtenido al dividir la longitud del cateto
adyacente al dngulo entre la longitud de la hipotenusa

cos B =

~ _ cateto adyacente BA
" BC

hipotenusa

Se define como tangente de un dngulo agudo de un tridngulo rectangulo al valor del cociente
obtenido al dividir la longitud del cateto opuesto entre la longitud del cateto contiguo.

tag B

B _AC
" Cateto adyacente BA

~ cateto opuesto

A partir de estas definiciones se pueden definir las razones trigonométricas reciprocas.

Se definen la cosecante, la secante y la cotangente, como las razones reciprocas al seno,
coseno y tangente, del siguiente modo:

En un tridngulo rectangulo, se
define la secante de cualquier
angulo agudo como la expresidn
reciproca del coseno, es decir, el
cociente entre la medida de la
hipotenusa y la medida del cateto
adyacente.

En un tridngulo rectangulo se
define la cosecante de cualquier
angulo agudo como la expresion
reciproca del seno, es decir, el
cociente entre la medida de la
hipotenusa y la medida del
cateto opuesto.

En un tridngulo rectdngulo se
define la cotangente de cualquier
angulo agudo como la expresion
reciproca de la tangente, es decir,
el cociente entre la medida del
cateto opuesto y la medida del
cateto adyacente.

En simbolos:

sec B

cosec B =

cotag B =

~ hipotenusa BC

 cateto adyacente BA

hipotenusa BC

cateto opuesto B E

~ _ cateto adyacente  AB

Cateto opuesto CA
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Veamos ahora estas mismas razones, pero vinculdndolas a una circunferencia trigonométrica
en un sistema de coordenadas cartesianas.

Si tenemos una circunferencia trigonométrica centrada en un sistema de coordenadas
cartesianas, y fijamos un angulo @, su lado final es el radio de la circunferencia que lo llamamos
p el cual determina sobre la circunferencia un punto P de coordenadas (xo, Yo),

P{xa, Ya)

Observamos que se forma un triangulo rectangulo oX,p, en el cual:

p: es la hipotenusa, llamada también, radio vector
a es el angulo agudo
Ox, cateto adyacente al dngulo 2 abscisa del punto P

Px,: cateto opuesto al angulo @& ordenada del punto P

Teniendo en cuenta las definiciones de las razones trigonométricas en un tridangulo
rectangulo, podemos definir las mismas de la siguiente manera:

ordenada Yo abscisa Xo ordenada Yo
sena = —————— = — cosa =——— = — tagaa = —— ==
radio vector p radio vector p abscisa Xo
Sus reciprocas seran:
radio vector p radio vector p abscisa Xo
cosecqd = ————— = — seca4 =———— = — cotaga = ——— = —
ordenada Yo abscisa Xo ordenada Yo

SIGNO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

De acuerdo con el cuadrante en que se halle el lado terminal del angulo y teniendo en cuenta
que la distancia de un punto cualquiera al origen de coordenadas es siempre positiva, las
funciones trigonométricas pueden ser positivas o negativas.

De acuerdo con las definiciones y teniendo en cuenta que la distancia al origen de P es 1, se
tiene lo descripto en el siguiente diagrama:

Il cuadrante | cuadrante
=
Fx
Il cuadrante IV cuadrante

113



En el I cuadrante todas las funciones trigonométricas son positivas, ya que xp € yo son
positivos (xo>0 e ys>0)

Yo

=Y _,* =% ,* =0
sena—p—>+—>(+)cosa p—>+—>(+) tga

+

Sus reciprocas seran por lo tanto positivas dejamos a ustedes la demostracion de ello.

Conclusidn: Si el dngulo pertenece al primer cuadrante, el seno, coseno, tangente,
cosecante, secante y cotangente asociadas son positivas

En el Il cuadrante, xo es negativo e y, es positivo, es decir xo <0 e y, > 0, por lo que:

>x
=Y =% ,Z — =Y —
sena—p—>+—>(+) cos a p—>+—>() tg « x0—>_—>()
¢Qué signo tendran las funciones reciprocas?
p + p + Xo -
coseca =——-——- (+ seca=—-—-(— cotga =—-—- (—
w o7 () it G ga=2-7-()

Conclusidn: Si el angulo pertenece al segundo cuadrante, solo son positivas el seno y
cosecante

En el lll cuadrante, xo e yo son negativas, es decir xo <0 e yy< 0, por lo que:

>y
sena =2 - = (=) cosa="2—=5(-) tga=2-=5(+)
P + p + X —
coseca=£—>i—>(—) seca=£—>i—>(—) cotga =22 —= - (+)
Yo - X9 - Yo —

Conclusion: Si el angulo pertenece al tercer cuadrante, solo son positivas la tangente y
cotangente




En el IV cuadrante, xo es positivo e yo es negativo, es decir xo >0 e yy < 0, por lo que:

Ay

N &
=Y, -, - =X ,* =Y 75—
sena—p—>+—>() cosa p—>+—>(+) tg a x0—>+—>()
coseca=2 -2 (-) seca=2 25 (4) cotga=2252 ()
Yo X0 F Yo -~

Conclusion: Si el angulo pertenece al cuarto cuadrante, solo son positivos el coseno y
secante

Ahora bien, como ya se dijo con anterioridad, una circunferencia trigonométrica tiene un
radio cuya medida es igual a la unidad, es decir es igual a 1. De acuerdo con las definiciones
dadas anteriormente y teniendo en cuenta que la distancia al origen de P es 1, podemos

determinar:
Ay

o)

\

Yo

Sabiendoquep =1

senq =="=="=
) Yo

REPRESENTACION GRAFICA DEL SENO, COSENO Y TANGENTE

Al estar definidas las razones seno, coseno y tangente para cualquier angulo (¢las tangentes
existen para cualquier angulo?), dan lugar al concepto de funciones trigonométricas: funcion
seno, funcidn coseno y funcidn tangente. He aqui sus representaciones graficas.
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Caracteristicas de la funcién y = sen (x)

v" Dom:R
v Img:[—1,1]
v" Abscisas de los puntos de interseccidn con eje x: x = kx, keZ
v" Algunos intervalos de: - Crecimiento: _Sl,_3l Rl 3l5l , etc.
2 2 2 2 2 2
- Decrecimiento: _37”’_17” i ﬁ,3l etc.
2 2 2 2

- Positividad: (-27,-7),(0,7), etc.

- Negatividad: (- 7,0), (7,27), etc.

Caracteristicas de la funcién y = cos (x)

v Dom:R
Img:[—1,1]

v

. . ., . T
v" Abscisas de los puntos de interseccién con eje x: x =E+ krm, ke Z.
v

Algunos intervalos de: - Crecimiento (-w, 0), (&, 27), etc.

- Decrecimiento (-2m, -nt) (0, «), etc.

- Positividad: (_” ”J [3” 5”], etc.

2’2272
- Negatividad: [~ 37 V7] (7 37) o,
2 2)\2 2
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Caracteristicas de la funcién y = tg (x)

v Dom:]R—{§+kﬂ,keZ}

Img: R

Abscisas de los puntos de interseccion com el eje x: x = krt, ke Z
Es estrictamente creciente en todo su dominio.

Algunos intervalos de: - Positividad: [Ogj [”%”j, etc.

ASRNENEN

- Negatividad: (_z.oj (17[.7[), etc.
2727

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

En trigonometria, cuando el dngulo se expresa en radianes (dado que un radian es el arco de
circunferencia de longitud igual al radio), suele denominarse arco a cualquier cantidad
expresada en radianes; por eso las funciones inversas se denominan con el prefijo arco, asi si:

y = sen (x)
La funcidén inversa se calcula asi:

x = arcsen (y)
Es decir, x es el arco cuyo seno vale y, o también x es el arco seno de y.
En el caso de y = cos (x), la funcién inversa se calcula asi:

x = arc cos (y)

Es decir, x es el arco cuyo coseno vale y, o también x es el arco coseno de y.

En el caso de que la funcién sea y = tag (x), la funcién inversa se calcula asi:

x = arctag (y)

Es decir, x es el arco cuya tangente vale y, o también x es el arco tangente de y.
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Una identidad es una igualdad algebraica, esto es, una igualdad en la que aparecen
nimeros e incdgnitas que siempre se cumple, sean cuales sean los valores de esas incégnitas.
La identidad trigonométrica mas importante para recordar es:

sen?a + cos’a =1

Esta igualdad se conoce con el nombre de identidad trigonométrica fundamental y de ella
se puede despejar para obtener:

cos(a) = +/1 —sen?(a), o bien sen(a) = /1 — cos?(a)

Otras identidades utiles son:

> 190 = 28
— cotg(a) = %
— cosec(a) = on(@)
— sec(a) = Cosl(a)

Es importante recordar que las identidades son igualdades que no se resuelven, es decir,
no se averigua qué valores toma la incdgnita, puesto que, como ya dijimos, toda identidad es
una igualdad valida para todos los valores del campo de definicion de la o las incégnitas

intervinientes. Asi pues, si tenemos la identidad: sec(a) = , la misma es valida para

1
cos(a)
todos los valores de «, con la excepcion de aquellos que anulan el denominador del segundo
miembro (o sea, excepto aquellos que hacen cero a cos(«))

Para verificar identidades se tienen en cuenta todas las relaciones que se han visto
anteriormente, y una estrategia consiste en trabajar con el primer miembro de la igualdad, el
cual se transformara de tal manera que lleguemos a obtener lo que expresa el segundo
miembro, o viceversa.

Por ejemplo, verifiquemos la siguiente identidad: tg?(a) + 1 = sec?(a)

En este caso, se trabajara algebraicamente el primer miembro (tg?(a) + 1) para lograr
llegar a expresarlo tal como figura en el segundo miembro (sec?(a))

Para eso, se reemplaza la expresion, por identidades, buscando que quede expresado en
términos del seno y del coseno.

2 sen( )
tg*(@) +1= (Sen(a)) +1 dado que ig(a)=———+=
cos(a) cos(a)
(sen(a))? L Aplicamos distributiva de la potenciacién
(cos(a))? * con respecto a la division

(sen(a))? + (cos(a))?
(cos(@))?

1
(cos(@))?

Sumamos ambos términos

Pues sen’(a )+ cos’(a)=1
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2

o)

secz(a) recordando que sec(«a )=

L
cos( &)

tg?(a) + 1 = sec?(a) Finalmente, se llegamos a la igualdad

ECUACIONES TRIGONOMETRICAS
Recordemos que, una ecuacién es una igualdad algebraica que es cierta para algunos valores
de las incognitas y falsa para otros.

Por tanto, la diferencia entre identidad y ecuacién es que la identidad siempre es cierta,
mientras que la ecuacién no.

El valor o valores de la incégnita que hacen que la igualdad se cumpla se llaman solucién de
la ecuacion.

Vamos a resolver ecuaciones en las que aparecen razones trigonométricas de angulos
orientados. La incégnita sera la medida del dngulo y buscaremos soluciones en dngulos menores
de un giro.

Ejemplo: Hallar todos los valores de x que verifican la siguiente ecuacion:

2tg?(x) + sec?(x) =2

Para ello se sustituyen las funciones
trigonométricas que aparecen en la
ecuacion por sus equivalentes, para lograr
gue quede expresada en términos de la
funcién seno y coseno, Unicamente

2tg?x + sec?x = 2

Reemplazamos sen?x = 1 — cos?xy

sen’x 1 - :
—t——==2 sumamos los dos términos del primer
cos?x  cos?*x miembro
2(1 — cos? 1 . . .
( cos7x) + =2 Despejamos y trabajamos algebraicamente

cos?x

Agrupamos los términos afines en cada

2 — 2cos®’x + 1 = 2cos®x i
miembro

Agrupamos los términos afines en cada

2c0s%x — 2cos’x = —-1—-2

miembro

—2cos®x — 2cos’x = —1-2

Sumamos términos afines
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cosx =+ [— Despejamos, para obtener el valor de x

Recuerda, si quieres la respuesta en grados
sexagesimales debes tener la calculadora
3 programada en ese modo.
x =arcocos| * |- - . .,
4 Si quieres la respuesta en radianes, también
debes tener programada la calculadora para

ello

x = 30°,150°,210°,330°

En este caso las soluciones se expresan en grados sexagesimales. Se suele trabajar también
con los valores de las soluciones expresados en radianes.

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Resolver un triangulo rectangulo es encontrar las medidas de sus tres lados y tres dangulos a
partir de algunos de ellos que son conocidos. Para calcularlos hay que emplear algunas de las
relaciones vistas anteriormente.

Dado el tridngulo de la figura y sus datos

a
C Datos {éngulo a
B Cateto B

b [ ] c

A

Debemos calcular: cateto A, hipotenusa Cy angulo b

Cdlculo del cateto A

Nos preguntamos équé relaciona los datos, es decir el dngulo @, el cateto B y la incdgnita, el
cateto A?

tga= %, luego:
B.tga=A
Cdlculo de la hipotenusa C

En este caso nos preguntamos équé relaciona los datos, es decir el dngulo @, el cateto By la
incognita, la hipotenusa C?
B
cosa=-, luego:
B

cosa
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Cdlculo del dngulo b

Para calcular el valor del angulo b, nos remitimos a la propiedad de triangulos: la suma de los
dngulos interiores de un tridngulo es igual a ...........
a+ b =90°; luego:

b=90°—-a

NOTA: Dos angulos que se emplean con frecuencia en la resolucion de tridngulos en general son
los dngulos de elevacion y de depresion.

ANGULO DE ELEVACION

El angulo O, formado por la horizontal OM vy la visual ON situadas en el mismo plano vertical es
el angulo de elevacién del punto N, que es, a su vez, el punto mas elevado

Algunos ejemplos:

Linea de

vision I
Angulo de
."'l elevacion ] i

Horizontal

O

ANGULO DE DEPRESION

El angulo B, formado por la horizontal BD vy la visual BA, situadas en el mismo plano vertical, es
el angulo de depresion del punto A.

Angulo de
depresion

% L, Horizontal Ii[ —

vision
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RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Para resolver ahora un tridngulo cualquiera debemos encontrar las medidas de sus lados y/o
angulos a partir de algunos de ellos que son conocidos. Para calcularlos hay que emplear las
siguientes relaciones, que se establecen como Leyes.

LEY DEL SENO

En todo tridngulo, los lados son proporcionales a los senos de los dngulos opuestos

A B C

sena senb senc

LEY DEL COSENO

El cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el duplo
del producto de dichos lados por el coseno del dngulo comprendido

A?=B?>+(C?—-2BCcosa
B2 =A%2+C?2—-2ACcosbh
C?=B?+A*—-2ABcosc
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QMODO DE RESUMEN

UNCIONES TRIGONOMETRICAS
DE ANGULOS

e

e ) (]
TRIGONOMETRICAS
T TS T Ty Sy

(#T0

A TR R R AR WA ;
— ~ '} Sistema € > +C," =h?
P~ Circular B co (para triangulos
. ’ <
& (radianes) sen(a) = o rectangulos)
1

t =—
an(a) oA

o & S B @ cA —
r cos(a) =— A B Cc
—_ H — —
mw = 180° co ( sen(a) ~ sen(b) ~ sen(c)

Sistema
>exagesimal

)

| 4% = B2 + €2 - 2BCcos(a )|

UNCIONES TRIGONOMETRICAS
DE NUMEROS REALES

~aiees |

y=sen(x)
ri d nix
=1l ) : __r_ Pitagérica
sen?(x) + cos?(x) = 1
[ y=cos(x)
Positivas ™ T [ Reciprocas
y i 1
sin () [Todas T_--; 2 =\ 7= 4 L— sen(x) = —Cst(x)
| \/ \ 1
ta(a) | cos(a) { o e s St s Bosla) = sec(x)
y=tan(x) 1
i ) tan(x) = cotan(x)
B sen(x)
tan(x) 250
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